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CHAPITRE 1
Introduction : La topologie tautologique n’est pas une
tautologie topologique
Dans le langage courant, le tautologie mot est connote´ pe´jorativement. Il est
synonyme de truisme ou de lapalissade. Pourtant son e´tymologie grecque est plus
neutre : τoυ˜τo ”le meˆme” , et λo´γoς , ”le discours”.
Les mathe´maticiens, et plus particulie`rement les topologues et les ge´ome`tres, se
singularisent en employant l’adjectif ”tautologique” pour qualifier des structures qui
e´mergent, naturellement et sans ajout supple´mentaire, de la de´finition de certains
objets. L’exemple pertinent ici est la 1-forme tautologique de l’espace cotangent
d’une varie´te´ (connue aussi sous le nom de 1-forme de Liouville), dont la de´finition
est rappele´e en 2.2.1 ci-dessous. En tant que varie´te´ diffe´rentielle, l’espace cotangent
n’est pas diffe´rent de l’espace tangent. Et pourtant il se distingue de celui-ci en
ce qu’il porte cette 1-forme canonique. Ce fait, loin d’eˆtre une tautologie, est le
point de de´part de de´veloppements tre`s riches, a` commencer par l’interpre´tation
hamiltonienne de la me´canique classique.
L’essentiel des travaux que je veux pre´senter ici concerne cette 1-forme tautolo-
gique ou plus pre´cise´ment ses proches cousines que sont la 1-forme de contact natu-
relle sur l’espace des 1-jets de fonctions sur une varie´te´, et la structure de contact
naturelle sur la varie´te´ des e´le´ments de contact d’une varie´te´ donne´e. Les de´finitions
de ces objets sont rappele´es au chapitre 2 ci-dessous. Je ne me lasse pas de la richesse
de ces structures ”tautologiques”, et en ce sens, je me conside`re autant comme un
tautologologue que comme un symplectologue.
La topologie symplectique et de contact a fait des progre`s tre`s importants depuis
20 ans, en particulier graˆce a` l’introduction de techniques d’analyse (courbes pseudo-
holomorphes, homologie de Floer), qui culminent aujourd’hui avec la the´orie sym-
plectique des champs [EGH]. Cependant, les varie´te´s symplectiques ou de contact
intervenant naturellement en me´canique, en thermodynamique ou dans d’autres ap-
plications classiques comme la the´orie des EDP du premier ordre, sont bien sou-
vent des cotangents ou des espaces de jets, ou bien de´rivent de ceux-ci par divers
proce´de´s de re´duction. Dans ces cas particuliers mais importants, l’aspect ”tau-
tologique” mentionne´ ci-dessus donne lieu a` des constructions spe´cifiques et tre`s
naturelles, dont certaines sont de´crites dans ce texte. Elle permettent d’attaquer les
questions classiques de topologie symplectique (conjectures d’Arnold, classification
des plongements lagrangiens ou legendriens, etc...) sous un angle original.
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Il existe une longue tradition franc¸aise et russe dans le de´veloppement de ces tech-
niques (voir, par exemple, la bibliographie du gros article synthe´tique de Eliashberg
et Gromov [EG]).- C’est dans cette optique que je place les articles [5],[7], [8] et
[10], alors que [4] rele`ve de le ge´ome´trie diffe´rentielle. Les articles [1], [2],[3], [6] et
[9] concernent eux aussi les meˆmes objets, mais n’utilisent que des raisonnements
combinatoires (”topologie de dimension 2”). Les notes combinatoires [11] et [12]
sont inde´pendantes, bien qu’initialement motive´es par des questions de topologie.
Ce texte est organise´ comme suit : Le chapitre 2 introduit de manie`re aussi
e´le´mentaire que possible les structures qui seront discute´es ensuite. Le chapitre 3
mentionne quelques conjectures et proble`mes ge´ne´raux qui motivent les re´sultats,
qui eux sont expose´s au chapitre 4. La longue bibliographie qui termine ce texte
introductif n’est certainement pas comple`te. Mais elle devrait suffire en tant que
point de de´part vers toutes les autres sources.
La plupart de mes articles sont disponibles sur ma page web :
http ://math.jussieu.fr/ f˜errand/
Remarque. Dans ce texte, les re´fe´rences nume´rote´es ([1], [2],. . ., [12] ) concernent
mes travaux. Les autres re´fe´rences utilisent des lettres (par exemple, [AG]).
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CHAPITRE 2
Tautologie de contact
Je vais tenter de de´crire de manie`re aussi e´le´mentaire que possible l’univers tauto-
logique e´voque´ plus haut, a` savoir cet ensemble d’objets et de structures qui forment,
entre autres, le cadre mathe´matique naturel de la me´canique, de la thermodyna-
mique, de l’e´tude de la propagation des ondes dans l’approximation des hautes
fre´quences ou encore de la the´orie ge´ome´trique des EDP du premier ordre. Outre les
de´finitions importantes, je vais rappeler une liste de faits plus ou moins e´le´mentaires,
plus ou moins connus et folkloriques, qui se trouvent dans l’intersection des travaux
que je veux pre´senter ensuite. Les avoir en teˆte sera utile pour aller directement a`
l’essentiel.
A l’exception de quelques points de ge´ome´trie symplectique e´le´mentaire, que l’on
pourra ignorer au premier abord et que j’ai choisi de ne pas traiter pour pre´server
la le´ge`rete´ de ce texte, les pre´requis pour comprendre le chapitre qui va suivre et le
suivant se re´duisent au calcul diffe´rentiel (varie´te´s, sous-varie´te´s, espace tangent et
cotangent, formes diffe´rentielles), et aux rudiments de la the´orie de Morse. Ces no-
tions sont pre´sente´es de manie`re e´le´mentaire dans, par exemple, [Va0]. On trouvera
dans [AG] une discussion plus de´taille´e des notions mal de´finies et des affirmations
non de´montre´es expose´es informellement ci-dessous.
2.1. Notations et conventions
On ne conside`re dans ce texte que des varie´te´s lisses, c’est-a`-dire de classe C∞ , et
des fonctions de meˆme classe de´finies sur ces varie´te´s. Les lettres M , N de´signeront
des varie´te´s (souvent compactes), les lettres q et Q des points dans de telles varie´te´s,
ou bien, par abus de notation, des coordonne´es locales q = (q1, . . . , qd). La lettre
p de´signera le plus souvent un covecteur, alors que P sera re´serve´e pour l’espace
projectif re´el. J’utiliserai aussi souvent la notation abusive (q, p) pour de´signer un
point dans un cotangent. La sphe`re standard de dimension d est de´signe´e par Sd,
et on utilisera parfois sa re´alisation comme sphe`re unite´ de l’espace euclidien Rd+1,
avec les proprie´te´s ”euclidiennes” qui en de´coulent.
2.2. Structures tautologiques
Soit donc M une varie´te´ de dimension m, et T ∗M son fibre´ cotangent.
2.2.1. La 1-forme de Liouville. Soit pi : T ∗M →M la projection naturelle.
Soit x un point de T ∗M , et X un vecteur tangent a` T ∗M en x. Puisque Dpix(X)
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est un vecteur tangent a` M en pi(x), on peut lui appliquer le covecteur x. On pose
λ(X) = x(Dpix(X)).
Cette 1-forme diffe´rentielle λ de´finie sur T ∗M est la 1−forme tautologique, aussi
appele´e 1-forme de Liouville. Elle ve´rifie η∗λ = η, pour toute section η de pi :
T ∗M →M , (c’est-a`-dire pour toute 1-forme η sur M ).
A tout atlas de M , on peut canoniquement associer un atlas de T ∗M . Autrement
dit, a` tout syste`me de coordonne´es locales q = (q1, . . . , qm) sur M , on peut associer
des coordonne´es (q, p) = (q1, . . . , qm, p1, . . . , pm), dites coordonne´es canoniques. Dans
ces coordonne´es, λ s’e´crit pdq =
∑m
i=1 pidqi.
2.2.2. Sous-varie´te´s lagrangiennes. La diffe´rentielle ω = dλ, qui s’exprime
donc localement dans des coordonne´es canoniques par ω =
∑m
i=1 dpi∧dqi est une 2-
forme ferme´e, partout non-de´ge´ne´re´e. C’est la forme symplectique standard de T ∗M .
Les sous-varie´te´s de T ∗M de dimension n sur lesquelles la restriction de ω s’annule
sont dites lagrangiennes. Celles pour qui la restriction de λ est de surcroˆıt exacte
sont dites lagrangiennes exactes. Le graphe d’une 1-forme ferme´e est une sous-varie´te´
lagrangienne de T ∗M . Le graphe de la diffe´rentielle d’une fonction sur M est une
lagrangienne exacte, et re´ciproquement toutes les lagrangiennes exactes qui de plus
sont des graphes sont de ce type. Etant donne´ une sous-varie´te´ N immerge´e dans
M , le fibre´ conormal de N , c’est-a`-dire l’ensemble des covecteurs qui s’annulent sur
l’espace tangent de N , est une sous-varie´te´ lagrangienne exacte (immerge´e) de T ∗M .
La forme λ est en fait nulle sur une telle sous-varie´te´.
Une sous-varie´te´ lagrangienne exacte compacte plonge´e dans T ∗S1 n’est pas autre
chose qu’une courbe lisse plonge´e qui de´limite avec la section nulle une re´gion d’aire
alge´brique nulle. On voit ainsi que de tels objets sont relativement flexibles : on peut
les de´former facilement, bien qu’il y ait une une contrainte globale d’aire a` respecter.
En dimension supe´rieure, la contrainte est plus subtile. Ce me´lange de flexibilite´ et
de rigidite´ est un trait typique de la topologie symplectique.
2.2.3. Les e´le´ments de contact. Un e´le´ment de contact de M est la donne´e
d’un point de M , et d’un hyperplan tangent a` M en ce point. Autrement dit,
l’ensemble de tous les e´le´ments de contact s’identifie avec PT ∗M , la projectivisation
fibre a` fibre de T ∗M . L’ensemble des e´le´ments de contact cooriente´s s’identifie quant
a` lui avec ST ∗M , la sphe´risation fibre a` fibre de T ∗M .
Notons pi la projection naturelle pi : PT ∗M → M . En tout point x de PT ∗M ,
on de´finit un hyperplan tangent ζx par la formule ”tautologique” ζx = pi
∗x. En
effet, puisque x peut aussi eˆtre conside´re´ comme hyperplan dans Tpi(x)M , on peut
le tirer en arrie`re par pi (voir fig. 2.1). Ce champ d’hyperplans ζ , appele´ structure
de contact naturelle de la varie´te´ des e´le´ments de contact de M , n’est autre que
l’image du champ des noyaux de la forme de Liouville λ apre`s projectivisation. Les
sous-varie´te´s de dimension m − 1 partout tangentes a` de ce champ d’hyperplans
sont dites legendriennes. On peut montrer que m−1 est la dimension maximale des
sous-varie´te´s inte´grales de ζ .
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Fig. 2.1. Le champ de contact tautologique.
Etant donne´ une sous-varie´te´ immerge´e N dans M , la projectivisation du co-
normal de N s’identifie a` l’ensemble des e´le´ments de contact tangents a` N . C’est,
par construction, une sous-varie´te´ legendrienne de PT ∗M , le releve´ legendrien de
N . J’explique dans [7], the´ore`me A, comment construire un large e´ventail de sous-
varie´te´s legendriennes de PT ∗M en ge´ne´ralisant quelque peu cette construction.
Tout ceci peut se re´pe´ter dans le cadre ”cooriente´” : Notons encore pi la pro-
jection naturelle pi : ST ∗M → M . Une construction analogue a` la pre´ce´dente
permet de de´finir un champ d’hyperplans ”tautologique” ζ sur ST ∗M . L’hyperplan
de contact est cette fois-ci naturellement cooriente´. Il existe donc une 1-forme de´finie
globalement sur ST ∗M dont ζ est le champ des noyaux. Choisissons une me´trique
riemannienne arbitraire sur M , afin d’identifier les espaces tangent et cotangent. On
obtient ainsi une me´trique sur chaque fibre du T ∗M , et si l’on note ||p|| la norme d’un
covecteur, on voit que ST ∗M peut s’identifier avec l’ensemble des (co)vecteurs de
norme 1. Le champ d’hyperplans cooriente´s ζ s’identifie alors au champ des noyaux
de la 1-forme λ restreinte a` l’hypersurface ||p|| = 1. On peut montrer qu’il existe un
unique champ de vecteurs R sur ST ∗M , (le champ de Reeb de la forme λ), dont le
flot pre´serve la structure de contact et qui de plus ve´rifie dλ(R, ·) = 0 et λ(R) = 1.
Le flot de R est pre´cise´ment le flot ge´ode´sique de la me´trique riemannienne choisie.
La structure de contact ζ est pre´serve´e par ce flot.
2.2.4. Releve´s legendriens et coorientation. Dans ce contexte cooriente´,
chaque sous-varie´te´ N immerge´e dans M posse`de encore un releve´ legendrien dans
ST ∗M . Si N est une hypersurface coorientable de M , alors le releve´ posse`de deux
composantes connexes. Si de plus on pre´cise explicitement que l’hypersurface est co-
oriente´e, alors, par convention, on n’appellera ”releve´ legendrien” que la composante
connexe correspondant a` cette coorientation. Notons aussi que si N est un nœud dans
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Fig. 2.2. Equidistantes d’une ellipse.
M = S3 , le releve´ legendrien est un tore plonge´ dans la varie´te´ de dimension ST ∗S3.
Une isotopie de N dans S3 se rele`ve en une isotopie des releve´s. Ainsi tout invariant
des tores legendriens dans ST ∗S3 se tirera en arrie`re en un invariant d’isotopie des
nœuds (Cette ide´e vient d’eˆtre mise en pratique de manie`re fructueuse par Lenny
Ng [Ng1]).
2.2.5. Fronts d’onde. La description ci-dessus du flot ge´ode´sique en termes
de ge´ome´trie de contact montre que les e´quidistantes dans M d’une sous-varie´te´
N de M , c’est-a`-dire les points de M obtenus comme extre´mite´s des segments
ge´ode´siques normaux a` N et de longueur fixe´e, sont les projections de l’image du
releve´ legendrien de N dans ST ∗M par le flot ge´ode´sique (ces e´quidistantes sont
en ge´ne´ral des hypersurfaces singulie`res, voir fig. 2.2). Ceci justifie l’utilisation du
terme front d’onde (ou plus simplement du mot front) pour de´signer l’image d’une
sous-varie´te´ legendrienne par la projection pi : ST ∗M →M .
2.2.6. Varie´te´s de contact. On pourrait de´finir les varie´te´s de contact comme
les varie´te´s munies d’un champ d’hyperplans localement modele´es sur les varie´te´s
d’e´le´ments de contact et leur champ d’hyperplans tautologique. Mais on s’expose-
rait a` quelques inconve´nients en proce´dant ainsi et je me cantonne a` la de´finition
traditionnelle. Etant donne´ une 1-forme α ge´ne´rique sur une varie´te´ de dimension
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2m+1, la forme de degre´ maximal α∧ (dα)m sera non-nulle hors d’un ensemble de
codimension 1. C’est la cas ou` cet ensemble est vide qui nous interessera : On appelle
structure de contact sur une varie´te´ de dimension impaire un champ d’hyperplans
qui doit pouvoir partout eˆtre de´crit localement comme le champ de noyaux d’une
1-forme α ve´rifiant α∧ (dα)m 6= 0. La non-annulation de α∧ (dα)m implique que le
champ d’hyperplans se comporte a` l’inverse d’un champ inte´grable (pour lequel on
aurait α ∧ dα = 0). Une structure de contact est maximalement non-inte´grable, au
sens ou` les varie´te´s inte´grales sont de dimension au plus m. Les varie´te´s inte´grales
de dimension maximale sont dites legendriennes.
Fort heureusement, un calcul montre que les varie´te´s d’e´le´ments de contact de´finies
pre´ce´dement sont des varie´te´s de contact au sens de la de´finition ci-dessus. En fait,
d’apre`s un the´ore`me dit ”de Darboux”, toutes les structures de contact en dimen-
sion donne´e sont localement e´quivalentes. Par ailleurs, toute varie´te´ de contact se
plonge contactomorphiquement dans sa varie´te´ des e´le´ments de contact. C’est une
conse´quence de la proprie´te´ tautologique de ζ : pour tout champ d’hyperplans ξ
sur M , c’est-a`-dire pour toute section de PT ∗M → M , on a ξ∗ζ = ξ . Si de plus
ξ est une structure de contact, la formule pre´ce´dente indique que M , identife´e a`
l’image de la section ξ , peut se voir comme une sous-varie´te´ ”de contact” de PT ∗M .
Cette vue ”extrinse`que” sur les varie´te´s de contact ”abstraites” est une motivation
supple´mentaire pour l’e´tude des varie´te´s d’e´le´ments de contact.
2.2.7. Les espaces de jets et leurs sous-varie´te´s legendriennes. On ap-
pelle J1(M,R) le produit R×T ∗M , qui s’identifie a` l’ensemble des 1-jets de fonctions
sur M . Si l’on note u la coordonne´e correspondant au facteur R, cette varie´te´ de
dimension impaire est munie de la forme de contact standard α = du− λ. Comme
il se doit, le champ des noyaux de cette 1-forme est une structure de contact.
A toute fonction f sur M , on peut associer son 1-graphe, qui est la sous-varie´te´
de dimension n de J1(M,R) de´finie par
j1f = {(u, p, q) ∈ J1(M,R) tels que q ∈M, p = ∂qf(q), u = f(q)}.
Par construction, la 1-forme α s’annule sur j1f , qui est donc une sous-varie´te´ le-
gendrienne. De manie`re ge´ne´rale, les sous-varie´te´s lagrangiennes exactes immerge´es
dans T ∗M sont pre´cise´ment les lagrangiennes qui se rele`vent en des immersions
legendriennes dans J1(M,R).
J1(M,R) peut se voir comme l’ouvert dans PT ∗(R × M) forme´ des e´le´ments
de contact de R ×M transverses a` la direction R. Le 1-graphe d’une fonction f
s’identifie alors au releve´ legendrien du graphe de f .
2.2.8. Fronts d’onde, diagrammes de Cerf et familles ge´ne´ratrices.
La projection σ : J1(M,R) → J0(M,R) = R × M , est, comme la projection
pi : ST ∗M → M (ou pi : PT ∗M → M ) une projection dont les fibres sont legen-
driennes. A l’aide d’une variation sur le the´ore`me de Darboux e´voque´ plus haut,
on peut montrer que les feuilleutages legendriens en dimension donne´e n’ont pas
d’invariants locaux, ils sont tous localement contactomorphes. Il en re´sulte que les
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Fig. 2.3. Diagramme de Cerf de la famille f(t, x) = x3 + (1− t2)x.
singularite´s des projections de sous-varie´te´s legendriennes sur la base d’une fibration
legendrienne sont localement e´quivalentes a` celle d’un front d’onde (voir 2.2.5). On
utilise donc aussi le terme front pour de´signer l’image d’une legendrienne par une fi-
bration legendrienne, et en particulier l’image par σ d’une sous-varie´te´ legendrienne
de J1(M,R). Ainsi les singularite´s locales des fronts sont inde´pendantes du contexte
(PT ∗M , ST ∗M ou J1(M,R)) dans lequel ce mot est utilise´.
Etant donne´ une famille ge´ne´rique a` 1 parame`tre {ft, t ∈ [0, 1]} de fonctions
de´finies sur une varie´te´ compacte W , l’ensemble de valeurs de t pour lesquelles les
fonctions ft ne sont pas de Morse avec toutes leurs valeurs critiques distinctes est fini.
Pour ces instants isole´s, deux valeurs critiques peuvent naˆıtre, mourir, ou bien se
croiser (voir par exemple [Va0]). Dans les deux premiers cas, la fonction, a` l’instant
de naissance/mort, n’est pas de Morse. Lorsque l’on suit en fonction de t (repre´sente´
par un axe horizontal) les valeurs critiques des fonctions ft (repre´sente´es sur l’axe
vertical au-dessus de t), on obtient le diagramme de Cerf de la famille {ft, t ∈ [0, 1]}
(voir les exemples des figures 2.3 et 2.4).
Ce diagramme comprend des points de rebroussement de premie`re espe`ce, qui
correspondent aux naissances/morts, et des croisements normaux. Ce sont les sin-
gularite´s ge´ne´riques des fronts de dimension 1. Ce n’est pas un hasard, car il existe
bien un nœud legendrien dans J1([0, 1],R) qui se projette sur le diagramme de Cerf,
ainsi que le montre la construction ci-dessous.
Il s’agit de la construction des familles ge´ne´ratrices, tre`s importante pour la suite,
et qui re´alise un lien fondamental entre la the´orie de Morse et la topologie de contact.
Etant donne´ une varie´te´ auxiliaire quelconque W et une fonction F de´finie sur le
produit M ×W , on conside`re le sous ensemble LF de J1(M,R) de´fini comme suit :
LF = {(u, p, q)|∃w ∈W tel que ∂wF (q, w) = 0, u = F (q, w), p = ∂qF (q, w)}
Cette construction s’e´tend au cas d’une fonction F de´finie sur l’espace total d’un
fibre´ de base M , mais cette ge´ne´ralite´ n’est pas utilise´e dans la suite. Les exemples
2.3 et 2.4 rentrent bien dans ce cadre si l’on identifie q et t, et w et x.
Il se trouve (voir la discussion en termes de re´duction ci-dessous) que l’ensemble
LF ainsi de´fini est ge´ne´riquement une sous varie´te´ legendrienne plonge´e dans J
1(M,R)
(et dans la suite je vais abusivement qualifier toutes les LF que l’on rencontrera de
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Fig. 2.4. Le diagramme de Cerf est le contour apparent du graphe.
sous-varie´te´s legendriennes). Le front de LF de´crit les bifurcations des valeurs cri-
tiques de la famille de fonctions F (q, ·) : W → R, parame´tre´e par q ∈ M . On
peut aussi montrer que toute sous-varie´te´ legendrienne de J1(M,R) s’identifie, au
voisinage de chacun de ses points, a` une varie´te´ de type LF , avec F bien choisie.
Ainsi l’e´tude locale des sous-varie´te´s legendriennes se rame`ne a` l’e´tude de familles
de fonctions. Cette remarque est le point de de´part de tout un chapitre, initie´ par
Arnold, de la the´orie des singularite´s (voir [AGV]).
2.2.9. Re´duction de contact. Soit maintenant N une sous-varie´te´ de co-
dimension 1 dans M . La restriction des fonctions de M a` N induit une sorte
de ”restriction” des sous-varie´te´s legendriennes de J1(M,R) a` celles de J1(N,R),
qui, du point de vue des fronts dans J0(M,R), s’interpre`te re´ellement comme la
ge´ne´ralisation de la restriction des graphes de fonctions au-dessus d’une sous-varie´te´.
Soit C la restriction au-dessus de N du fibre´ J1(M,R) → M . L’espace total de
C ⊂ J1(M,R) est de codimension e´gale a` celle de N dansM . Il existe une projection
naturelle R : C → J1(N,R), et si une legendrienne L ⊂ J1(M,R) est transverse a`
C , on voit que l’intersection L∩C est de dimension e´gale a` celle de N , c’est-a`-dire de
la dimension des legendriennes dans J1(N,R). Le fait fondamental est que sous cette
hypothe`se de transversalite´, R(L ∩ C) est une sous-varie´te´ legendrienne immerge´e
dans J1(N,R). Cette varie´te´ ”re´duite” est meˆme plonge´e quitte a`, e´ventuellement,
perturber un peu L.
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Fig. 2.5. Une tranche de front d’onde, a` proximite´ d’une queue d’aronde.
Si N est le bord de M , on peut conside´rer J1(N,R) comme le ”bord de contact”
de J1(M,R) (le ve´ritable bord de J1(M,R), qui est de dimension paire, n’est pas
une varie´te´ de contact). C’est le point de vue adopte´ par Arnold pour de´velopper sa
the´orie des cobordismes legendriens [Va1].
Ce cas particulier de re´duction de contact est particulie`rement visuel. Au niveau
des fronts d’onde, cela ne revient qu’a` prendre la banale trace au dessus de N .
Par exemple, la queue d’aronde (fig. 2.5) est une singularite´ typique des fronts de
dimension 2. Une ”tranche” de queue d’aronde pre´sente bien les singularite´s typiques
des fronts de dimension 1 (points de rebroussements de premie`re espe`ce, croisements
normaux).
Cette ide´e de restriction au dessus de de la sous-varie´te´ N se ge´ne´ralise au cas
ou` cette dernie`re est de codimention quelconque. Voyons maintenant comment la
construction des familles ge´ne´ratrices (2.2.8) s’interpre`te comme une telle re´duction
de contact.
Supposons un instant que M = Rm et que N soit un sous-espace vectoriel Rn ⊂
Rm . Soit W un supple´mentaire de N dans M . Notons (q, w), q ∈ N,w ∈ W les
points de M et (p, v), p ∈ N∗, v ∈W ∗ les covecteurs de M∗ . L’application
Φ : (q, w, p, v, u)→ (q, v, p,−w, u− vw)
est un contactomorphisme de J1(M,R) (c’est une transformation de Legendre par-
tielle, voir 2.2.10.4). Elle envoie C , qui ici s’identifie au sous-espace w = 0, sur le
sous-espace v = 0. Etant donne´ une fonction F : N ×W → R comme en 2.2.8,
l’ensemble LF ⊂ J1(N,R) n’est autre que la re´duction au-dessus de N de l’image
par Φ du 1-graphe j1F ⊂ J1(M,R) de F .
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2.2.10. La dualite´ projective et ses avatars. La transformation de Le-
gendre e´voque´e au paragraphe pre´ce´dent est une des multiples incarnations de la
dualite´ projective.
2.2.10.1. Le contactomorphisme d’Arnold. Soit P l’espace projectif re´el de di-
mension d et P ∨ l’espace projectif dual. P est la projectivisation de Rd+1 , P ∨ est la
projectivisation de l’espace vectoriel dual (Rd+1)∗ . Un point de P ∨ s’identifie donc
naturellement avec un hyperplan projectif dans P et, re´ciproquement, P = (P ∨)∨.
Un e´le´ment de contact de P est un couple (q,H), ou` H est un hyperplan tangent
a` P en q. L’hyperplan tangent H de´termine un hyperplan projectif Q∨ contenant
q. Re´ciproquement, un e´le´ment de contact de P ∨ s’identifie a` un couple (Q∨, q), ou`
q ∈ P = (P ∨)∨ de´signe un hyperplan projectif dans P ∨ passant par Q∨.
L’interpre´tation de la dualite´ projective popularise´e par Arnold [Ar4] peut se
re´sumer ainsi : L’identification (q, Q∨)↔ (Q∨, q) entre PT ∗P et PT ∗P ∨ induit un
contactomorphisme entre les structures de contact naturelles de ces deux espaces.
La varie´te´ de contact PT ∗P est donc munie de deux fibrations legendriennes
pi : PT ∗P → P et pi∨ : PT ∗P → P ∨. L’hyperplan de contact en un point
x ∈ PT ∗P est engendre´ par la somme directe des espaces tangents des fibres de pi et
de pi∨ passant par x. L’hypersurface (en ge´ne´rale singulie`re) duale d’une sous-varie´te´
N ⊂ P au sens traditionnel du terme n’est autre que le front pi∨(LN) de son releve´
legendrien LN .
2.2.10.2. Dualite´ sphe´rique. La version cooriente´e de la dualite´ projective, elle
aussi contactise´e de manie`re harmonieuse par Arnold [Ar5], est la suivante : pour
simplifier, conside´rons la sphe`re euclidienne de dimension 2. L’espace ST ∗S2 s’iden-
tifie naturellement avec SO3, e´tant donne´ qu’un hyperplan cooriente´ tangent en un
point a` S2 de´termine de manie`re univoque un repe`re direct de R3. Si l’on remonte
sur S3 (reveˆtement double de SO3) la structure de contact de ST
∗S2, on obtient
la structure de contact standard de S3 (de´finie plus traditionnellement comme le
champ de plans trace´ sur S3 ⊂ C2 par les droites complexes).
Le flot φ ge´ode´sique de la me´trique euclidienne de S2 est pe´riodique de pe´riode 2pi.
Soit φpi
2
ce flot conside´re´ au temps pi
2
. Soit pi : ST ∗S2 → S2 la projection naturelle,
et pi∨ = pi ◦φpi
2
. Si l’on conside`re une courbe cooriente´e γ sur S2, elle se rele`ve en un
nœud legendrien Lγ dans ST
∗S2, et γ∨ = pi∨(Lγ) peut le´gitimement eˆtre qualifie´
de front dual de γ . En effet, si l’on identifie chaque grand cercle cooriente´ avec le
poˆle de l’he´misphe`re de´signe´ par la coorientation, γ∨ repre´sente bien l’ensemble des
e´quateurs cooriente´s tangents a` γ .
La structure de contact est ici encore engendre´e par la somme directe des espaces
tangents aux fibres de deux fibrations legendriennes, pi : ST ∗S2 → S2, et la fibration
pi∨ au-dessus de l’espace S2 des e´quateurs cooriente´s, et dont la fibre au-dessus d’un
point est le releve´ legendrien de l’e´quateur cooriente´ en question.
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Fig. 2.6. En haut : Une courbe plane immerge´e et sa courbe duale.
En bas : De´formation d’une droite projective, et sa courbe duale,
projection de la de´formation d’une fibre de pi∨ : PT ∗P → P ∨.
2.2.10.3. Transformation dite de l’hodographe, coordonne´es d’Euler, fonctions
support. Conside´rons l’he´misphe`re nord de S2, que l’on identifie avec R2 par pro-
jection centrale sur le plan tangent a` S2 au poˆle nord. Ainsi ST ∗R2 peut s’identifier
a` un ouvert U de ST ∗S2. L’image φpi
2
(U) de cet ouvert par φpi
2
est l’ensemble des
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e´le´ments de contact du cylindre S2 \ {poˆles} qui sont transverses aux longitudes,
et dont la coorientation pointe vers le sud. Si l’on identifie la sphe`re prive´e de ses
poˆles a` R× S1 par projection centrale sur le cylindre tangent a` la sphe`re le long de
l’e´quateur, on voit que φpi
2
(U) s’identifie avec J1(S1,R).
Ce contactomorphisme entre ST ∗R2 et J1(S1,R), qui se ge´ne´ralise facilement
en un contactomorphisme entre ST ∗Rn et J1(Sn−1,R), est sous-jacent a` plusieurs
transformations astucieuses, telles la parame´trisation d’Euler des courbes planes et
la transformation de l’hodographe (parame´trisation des trajectoires dans le plan en
fonction de la direction du vecteur vitesse), ou encore la the´orie des fonctions support
des corps convexes. Soient (q1, q2, θ) les coordonne´es naturelles de ST
∗R2 ((q1, q2)
de´signe un point de R2 et θ ∈ S1 un angle). La forme de contact standard du tangent
unitaire du plan est cos(θ)dq1 + sin(θ)dq2. Notons du − pdθ la forme de contact
standard de J1(S1,R) (notations de 2.2.7). Le contactomorphisme s’explicite alors
par :
(q1, q2, θ)→ (u = 〈θ, (q1, q2)〉, p = (q1, q2)⊥θ, θ),
ou` 〈 · , · 〉 de´signe le produit scalaire euclidien standard, et X⊥θ la projection
du vecteur X sur l’hyperplan orthogonal au vecteur unitaire θ. L’image par ce
contactomorphisme du releve´ legendrien d’une courbe lisse, bordant un domaine
strictement convexe du plan et cooriente´e vers l’exte´rieur, est le 1-graphe d’une
fonction de´finie sur le cercle. C’est la fonction support du convexe.
2.2.10.4. Transformation de Legendre. Soit maintenant V l’ouvert de ST ∗R2
constitue´ par les e´le´ments de contact cooriente´s de R2 qui sont positivement trans-
verses a` une direction donne´e, par exemple la direction verticale ∂
∂q2
. Si l’on note
r la pente d’un de ces e´le´ments de contact, la structure de contact de V est in-
duite par la forme dq2 − rdq1, ce qui donne une identification naturelle de V
avec J1(R,R). Par ailleurs l’image de V par le contactomorphisme pre´ce´dent est
J1(]0, pi[,R) ⊂ J1(S1,R). Quitte a` identifier ]0, 1[ avec R et a` renommer correc-
tement les variables, le contactomorphisme pre´ce´dent devient la transformation de
Legendre de J1(R,R) dans lui-meˆme, qui au triplet (q, p, u) associe (−p, q, u− pq).
Applique´e au 1-graphe d’une fonction convexe f de la variable q, elle renvoie le 1-
graphe de la fonction convexe ”duale” f˜ : Q→ minq(qQ+ f(q)). La transformation
de Legendre est d’ordre 4, comme la transformation de Fourier, dont elle est une
sorte de version ”classique”. Cette dernie`re assertion prend un sens pre´cis de deux
manie`res au moins. La premie`re provient de la the´orie de l’oscillateur harmonique.
La transformation de Legendre rele`ve a` J1(R,R) la rotation d’angle pi
2
dans l’espace
T ∗R. Cette rotation s’obtient en inte´grant jusqu’au temps pi
2
le flot hamiltonien de
la fonction 1
2
(p2 + q2), qui repre´sente la somme de l’e´nergie cine´tique et de l’e´nergie
potentielle de l’oscillateur harmonique. La version quantique du flot hamiltonien est
une famille a` un parame`tre d’ope´rateurs diffe´rentiels, et la transformation de Fourier
apparaˆıt naturellement dans le cas de l’oscillateur harmonique. L’autre point de vue
est celui de Maslov [LM], qui montre que la transformation de Legendre est la
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transformation de Fourier pour les fonctions a` valeurs dans la de´quantification du
corps des re´els, le semi-anneau idempotent (R, max,+).
2.2.10.5. Dualite´ projective et ge´ome´trie extrinse`que des courbes et des surfaces.
Pour clore ce chapitre ”tautologique”, je ne re´siste pas a` l’envie d’e´voquer brie`vement
la ge´ome´trie diffe´rentielle extrinse`que des courbes et des surfaces. Un certain nombre
de notions classiques, souvent conside´re´es comme vieillottes et calculatoires, trouvent
en effet dans ce cadre une explication ”tautologique”.
La dualite´ projective entre les fronts du plan e´change points d’inflexions et points
de rebroussement de premie`re espe`ce. La dualite´ entre fronts bidimensionnels dans
l’espace projectif de dimension 3 e´change les lignes de points de rebroussement avec
les lignes paraboliques (le lieu des points de “courbure nulle”, c’est-a`-dire ou` la
surface n’a localement pas une tangence quadratique non-de´ge´ne´re´e avec son plan
tangent en ce point) et les queues d’arondes avec les ”godrons” de Thom [BT].
(Voir aussi [Ar6], [Ur3],[Pa3]). Il existe dans ce cadre lisse et re´el des analogues
des formules de Plu¨cker en ge´ome´trie alge´brique (voir, par exemple, [3]).
Un cas me´connu et tre`s utile est celui de la ge´ome´trie des courbes spatiales.
Etant donne´ un plongement γ : S1 → R3, l’ensemble des vecteurs vitesse normalise´s
dessine une courbe Γ sur la sphe`re S2 . Cette courbe est lisse pourvu que la courbure
de γ soit partout non nulle (ce qui est une condition ge´ne´rique). Le lieu sur S2 de la
binormale (le vecteur unitaire du trie`dre de Frenet normal au plan osculateur) n’est
autre que dual de Γ dans S2 . C’est un front en ge´ne´ral singulier, dont les points
de rebroussement correspondent aux points de γ ou` la torsion est nulle. La courbe
dans SO3 = ST
∗S2 forme´e par les trie`dres de Frenet est une courbe legendrienne,
ge´ne´riquement plonge´e.
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CHAPITRE 3
Proble`mes et conjectures
Dans ce chapitre, je veux rappeler certaines des grandes questions qui motivent
mes travaux.
3.1. Conjectures d’Arnold
Dans sa version originale (prouve´e dans des cas particuliers importants par Conley-
Zehnder [CZ] et Chaperon [Cha0], puis en toute ge´ne´ralite´ par Hofer, Laudenbach
et Sikorav [Ho], [LS]), la conjecture est la suivante :
3.1.1. La conjecture d’Arnold dans les cotangents. Soit M une varie´te´
compacte et L une sous-varie´te´ lagrangienne exacte de T ∗M hamiltoniennement
isotope a` la section nulle OM ⊂ T ∗M . Alors le nombre d’intersections (compte´es
avec multiplicite´) entre L et OM est au moins e´gal a` la somme des nombres de Betti
de M .
Dans cet e´nonce´, ”L hamiltoniennement isotope a` OM ” signifie que l’on peut
joindre L et OM par un chemin lisse de sous-varie´te´s lagrangiennes exactes plonge´es.
Lorsque L est proche de OM , c’est un graphe et ce graphe est celui de la diffe´rentielle
d’une fonction sur M . Les intersections entre L et OM correspondent alors aux
points critiques de cette fonction (et les intersections transverses aux points de
Morse). La conjecture se re´duit alors a` l’ine´galite´ de Morse totale pour cette fonction.
La question d’Arnold est donc de savoir si ces intersections, ne´cessaires pour les
petites de´formations de OM parmi les Lagrangiennes exactes, persistent pour les
grandes de´formations.
3.1.2. FGQI. Un des outils fondamentaux de´veloppe´s par les pre´curseurs cite´s
ci-dessus pour attaquer ce proble`me est la notion de famille ge´ne´ratrice quadratique
a` l’infini (FGQI). Il s’agit de familles ge´ne´ratrices au sens de 2.2.8, pour lesquelles
la varie´te´ auxiliaire W est un espace vectoriel de dimension paire 2d, et telles que
F (q, w) s’identifie hors d’un compact avec une forme quadratique d’indice d de la
variable vectorielle. Sikorav [Si2] montre que, sous les hypothe`ses de la conjecture,
L se rele`ve dans J1(M,R) en une legendrienne LF , ou` F est une FGQI. Les inter-
sections de L avec OM sont en correspondance bi-univoque avec les points critiques
de F . L’hypothe`se ”quadratrique a` l’infini” assure, par un argument standard de
the´orie de Morse, qu’une FGQI posse`de le nombre requis de points critiques.
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3.1.3. Remarques. La borne infe´rieure sur le nombre d’intersections ainsi ob-
tenue dans le cas transverse est le nombre de Morse stable de M , c’est-a`-dire le
minimum du nombre de points critiques des FGQI de Morse, qui majore la somme
des nombres de Betti. On ne sait pas si, dans cette estimation, on peut remplacer le
nombre de Morse stable par le nombre de Morse de M , (le minimum du nombre de
points critiques des fonctions de Morse sur M , qui est parfois strictement supe´rieur
au nombre de Morse stable de M [Da]).
Les applications des familles ge´ne´ratrices en ge´ome´trie symplectique ne se limitent
pas a` la conjecture d’Arnold. Voir par exemple [Vi1] et [Vi2]. Enfin, cette mani-
festation des familles ge´ne´ratrices sugge`re d’interpre´ter la conjecture d’Arnold en
termes de ge´ome´trie de contact.
3.2. Version contact de la conjecture d’Arnold
Une isotopie hamiltonienne dans T ∗M se rele`ve en une famille a` un parame`tre
de sous-varie´te´s legendriennes plonge´es (la projection dans T ∗M d’une legendrienne
plonge´e est en ge´ne´ral une lagrangienne exacte seulement immerge´e). Deux sous-
varie´te´s legendriennes dans une varie´te´ de contact seront dites Legendre-isotopes ou
encore legendriennement e´quivalentes si elles sont les extre´mite´s d’une famille lisse
a` un parame`tre de plongements legendriens. Dans cette section, M est toujours une
varie´te´ compacte.
3.2.1. The´ore`me de Chekanov. ([Che1], voir aussi [Cha1]) L’ensemble des
legendriennes de type LF , ou` F est une FGQI, est clos par isotopie legendrienne :
Soient F une FGQI et L une sous-varie´te´ legendrienne de J1(M,R) legendre-isotope
a` LF . Alors il existe une FGQI G telle que L = LG .
Ainsi la projection dans T ∗M d’une legendrienne legendre-isotope a` j10 posse`de-
t-elle un nombre d’intersections avec OM (compte´es avec multiplicite´) au moins e´gal
au nombre de Morse stable de M . Cette ge´ne´ralisation de la conjecture d’Arnold
est subtile : Dans le cas ou` M est le cercle S1 , la conjecture ”hamiltonienne” est
imme´diate puisqu’alors les lagrangiennes exactes compactes ne sont que les courbes
plonge´es de´limitant une aire alge´brique nulle avec la section nulle. Elle se doivent
d’intersecter celle-ci. Par contre il existe des immersions lagrangiennes exactes dans
T ∗S1 sans intersection avec la section nulle, mais homotopes a` celle-ci parmi les
immersions lagrangiennes exactes. On peut d’ailleurs de´duire [We2] de ce cas par-
ticulier que, pour toute varie´te´ compacte M dont la caracte´ristique d’Euler est
nulle1, il est possible de disjoindre OM d’elle-meˆme parmi les immersions lagran-
giennes exactes. D’apre`s le the´ore`me de Chekanov, lors d’une telle homotopie, on
doit trouver au moins un instant pour lequel le rele`vement legendrien de l’immersion
lagrangienne exacte n’est pas plonge´ dans J1(M,R).
1Dans [We2] on suppose de plus que la dimension de M diffe´rente de 3.
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3.2.2. Un principe ge´ne´ral d’Arnold. Cette version contact de la conjecture
d’Arnold est l’exemple le plus frappant d’un type de re´sultat dont nous allons ren-
contrer dans la suite plusieurs occurrences (en particulier les the´ore`mes principaux
de [5] [7], [8] et [10]), et qui sont tous modele´s sur le meˆme principe :
On s’inte´resse a` une proprie´te´ de type ”coexistence globale de singularite´s”,
ve´rifie´e ou non par des objets ge´ome´triques d’une certaine classe : existence de
singularite´s sur les fronts d’onde, intersection des immersions lagrangiennes avec la
section nulle, complexite´ du domaine hyperbolique sur une surface immerge´e dans
l’espace euclidien, etc.... On est dans une situation ou l’on peut plus ou moins cano-
niquement associer une sous-varie´te´ legendrienne a` nos objets. On de´montre (ou on
conjecture) que la proprie´te´ conside´re´e est ve´rifie´e par un objet si la legendrienne
associe´e appartient a` une certaine classe d’isotopie legendrienne.
3.2.3. The´ore`me de Givental. Il s’agit de la contactisation par Givental
[Giv] du the´ore`me de Fortune-Weinstein2 [FoWe]. Soit L ⊂ ST ∗S2 l’union des
releve´s legendriens de tous les paralle`les a` un e´quateur donne´, a` laquelle on ajoute
les releve´s legendriens des deux paralle`les de´ge´ne´re´s que sont les poˆles (autrement
dit on ajoute les fibres au-dessus de ces poˆles). Ainsi L est un tore dans ST ∗S2,
feuillete´ par des cercles legendriens (le releve´ legendrien de chaque paralle`le fournit
deux cercles, ces deux familles de cercles se recollent au-dessus des poˆles). Soit L
un nœud legendrien dans la classe d’isotopie legendrienne de l’un de ces cercles. Gi-
vental montre que L intersecte L en au moins deux points distincts, alors que l’on
peut disjoindre L de L par une de´formation parmi les immersions legendriennes.
3.2.4. Contactisation du the´ore`me de Mo¨bius sur les inflexions. D’apre`s
un the´ore`me Mo¨bius [Moe] toute courbe plonge´e dans le plan projectif re´el P 2 dans
la classe d’homotopie d’une droite projective posse`de au moins trois points d’in-
flexion. Il existe des courbes immerge´es dans la meˆme classe d’homotopie n’ayant
qu’un unique point d’inflexion. Pour faire disparaˆıtre deux des inflexions, il a fallu
qu’a` un moment lors de l’homotopie la courbe pre´sente une auto-tangence (cela arrive
au moment ou` l’on sort de la classe des courbes plonge´es). En termes de releve´ le-
gendrien dans PT ∗P 2, cette auto-tangence s’interpre`te comme une auto-intersection
du nœud legendrien.
D’apre`s 2.2.10.1, on a l’image ”duale” suivante : Une petite de´formation ge´ne´rique
L d’une fibre de pi : PT ∗P 2 → P 2 doit eˆtre telle que pi|L posse`de au moins trois
points de rebroussement de premie`re espe`ce (voir fig. 7 ; c’est le the´ore`me de Mo¨bius
applique´ a` pi∨(L)). Une singularite´ au moins est ne´cessaire pour des raisons topo-
logiques, et, on l’a vu, il est aise´ de faire mourir ensemble deux rebroussements en
de´formant la fibre parmi les immersions legendriennes. Arnold a demande´ ([Ar0],
proble`me 1994-18) si l’on peut re´duire a` une le nombre de singularite´s sans changer
2The´ore`me qui est trivial dans le cas particulier de la dimension 2 auquel je me limite dans ce
paragraphe, alors que sa ge´ne´ralisation par Givental est aussi difficile dans ce cas particulier que
dans le cas ge´ne´ral.
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le type d’isotopie legendrienne. Ce proble`me est, semble-t-il, encore ouvert a` ce jour
(voir [Pa1]).
Arnold sugge`re aussi des analogues de cette question en dimension supe´rieure :
estimer la complexite´ des courbes paraboliques (nombre de telles courbes, nombre de
godrons) sur des de´formations du plongement standard du plan projectif re´el dans
l’espace projectif re´el de dimension 3 [Ar6] [Pa2]. Avant meˆme de prouver une
version bidimensionnelle du the´ore`me de Mo¨bius et de contactiser cette dernie`re, le
premier proble`me consiste ici a` formuler la conjecture (quelle est la manie`re naturelle
de mesurer la complexite´ de la courbe parabolique ?).
3.2.5. Courbure totale des immersions. Voici un exemple e´le´mentaire. Soit
γ une courbe que l’on suppose eˆtre le bord connexe d’une surface S de genre g > 0
immerge´e dans plan. On peut montrer que sa courbure totale (l’inte´grale sur γ de la
valeur absolue de la courbure ge´ode´sique) est supe´rieure a` 2pi(1 + 2g). Or on peut
aussi montrer que l’indice de Whitney de γ (l’inte´grale de la courbure, divise´e par
2pi) est e´gal, au signe pre`s, a` χ(S) = 1− 2g , ou` χ(S) est la caracte´ristique d’Euler
dela surface. Cet indice classifie a` lui seul les immersions [Wh], et donc γ est isotope
parmi les immersions du cercle a` une courbe standard localement convexe γχ(S) dont
la courbure totale est 2pi(2g − 1).
Lors d’une homotopie ge´ne´rique d’immersions du cercle, on peut observer des
moments isole´s d’auto-tangence ou des points triples. Tant que l’on de´forme γ sans
proce´der a` une auto-tangence, on peut suivre la de´formation de la courbe par une
de´formation de l’immersion de la surface a` bord, et la courbure totale de γ restera
minore´e par 2pi(2g + 1). De plus, e´tant donne´ que l’inte´grale de la courbure est
2piχ(S), deux points d’inflexion sont ne´cessaires. Bien entendu, les auto-tangences
de la courbe s’interpre`tent comme un changement de la classe d’isotopie legendrienne
de son releve´ dans PT ∗R2. Un tel changement est ne´cessaire pour faire disparaˆıtre
les deux inflexions.
Ces conside´rations e´le´mentaires sur la courbure totale peuvent se ge´ne´raliser de
manie`re non-triviale au cas cooriente´, ainsi qu’aux immersions de varie´te´s de dimen-
sion supe´rieure dans les espaces de courbure constante, quitte a` choisir la bonne
notion de courbure totale.
3.2.6. Nœuds de Frenet. On a vu en 2.2.10.4 qu’a` tout nœud γ dans R3
dont la courbure ge´ode´sique ne s’annule pas (c’est une condition ge´ne´rique), on
peut associer un nœud legendrien L dans ST ∗S2 = SO3, l’ensemble de ses trie`dres
de Frenet, qui se projette sur le lieu Γ ⊂ S2 des vecteurs vitesse (la courbe duale
Γ∨ etant le lieu des binormales). Si le nœud de de´part est un cercle contenu dans
un plan, Γ est un grand cercle et Γ∨ est re´duit a` un point.
Lorsqu’on de´forme un peu ce cercle parmi les courbes a` courbure partout non-
nulle, la de´formation induite du nœud legendrien associe´ L n’est pas arbitraire : Γ
doit impe´rativement intersecter tout grand cercle (sinon γ ne se refermerait pas). On
peut montrer [Ar5] que la courbe Γ doit alors avoir au moins 4 inflexions sphe´riques
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Fig. 3.1. Le bord d’une surface planaire de genre 2. Pour faire dis-
paraˆıtre ses deux inflexions, il faut la de´former jusqu’a` changer le type
de nœud legendrien associe´.
(compte´es avec multiplicite´), autrement dit une petite de´formation ge´ne´rique du
cercle plat posse`de au moins 4 points ou` la torsion s’annule (voir [Ar8] pour une
ge´ne´ralisation aux courbes dans les espaces euclidiens de dimension supe´rieure).
La question est de savoir jusqu’ou` il faut de´former γ pour faire disparaˆıtre ces
singularite´s de la torsion. La conjecture (ouverte a` ce jour) de R. Uribe [Ur1] [Ur2]
a` ce sujet est que au moins 4 inflexions (compte´es avec multiplicite´) persistent tant
que le type d’isotopie legendrienne du nœud de Frenet associe´ n’est pas change´.
3.2.7. Singularite´s ine´vitables pour retourner le cercle. Les proble`mes
3.2.3, 3.2.4 et 3.2.6 qui pre´ce`dent partent tous d’une situation ge´ome´trique tre`s non-
ge´ne´rique (par exemple, pour ce qui est de compter les inflexions, le plongement de
S1 dans P 2 sous la forme d’une droite projective est comple`tement de´ge´ne´re´). On la
de´forme et on se demande quel est le nombre minimal de singularite´s inamovibles,
rendues globalement ne´cessaires par la topologie (de contact). Le proble`me suivant
est aussi de ce type, meˆme s’il ne rentre pas comple`tement dans le cadre du principe
3.2.2.
Lorsque l’on conside`re les e´quidistantes d’un cercle cooriente´ (vers l’inte´rieur, par
exemple), c’est-a`-dire que l’on fait e´voluer ce front circulaire par le flot ge´ode´sique
de la me´trique euclidienne du plan, on observe une famille de cercles qui se contracte
sur un point, puis qui re´apparaˆıt avec la coorientation oppose´e. Lorsqu’on de´forme
cette situation tre`s non-ge´ne´rique, c’est-a`-dire que l’on remplace les cercles par des
ellipses, on observe le phe´nome`ne suivant : toute ellipse (non circulaire) posse`de
une e´quidistante avec 4 points de rebroussement (voir fig. 2.2). Arnold a conjec-
ture´ en 1993 ([Ar0], proble`me 1993-9) que toute isotopie legendrienne ge´ne´rique
{Lt, t ∈ [0, 1]} dans ST ∗R2 reliant les deux composantes (correspondant aux deux
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coorientations possibles) du releve´ legendrien dans ST ∗R2 d’un cercle plonge´ dans
R2 est telle qu’il existe un instant t ∈]0, 1[ tel que le front pi(Lt) posse`de au moins
4 points de rebroussement.
Il existe des familles d’immersions legendriennes reliant les deux composantes
du releve´ d’un cercle et dont les fronts ont au plus deux points de rebroussement.
En 2002, Pushkar et Chekanov [ChP] ont montre´ que ceci est impossible si l’on
se limite aux familles de plongements legendriens, de´montrant ainsi la conjecture
d’Arnold. La preuve, relativement longue et technique, a motive´ l’introduction d’un
invariant d’isotopie legendrienne inspire´ de la the´orie des familles ge´ne´ratrices (”les
de´compositions des fronts d’ondes”), que nous retrouverons en 3.3.3.
3.3. Classification des nœuds legendriens
3.3.1. Il s’agit du proble`me de la classification modulo isotopie legendrienne des
sous-varie´te´s legendriennes d’une varie´te´ de contact. Les immersions legendriennes
ve´rifient un h-principe (voir, par exemple, [EM]) et leur classification se rame`ne donc
a` une question d’alge`bre. La classification, plus fine, modulo isotopie legendrienne
reste encore largement myste´rieuse, meˆme dans le cas le plus e´tudie´, celui des nœuds
legendriens dans les varie´te´s de contact de dimension 3.
Si l’on suppose ce proble`me alge´brique re´solu, il subsiste une obstruction e´vidente
a` ce que deux legendriennes soient legendriennement isotopes : il faut avant tout qu’il
n’y ait pas d’obstruction topologique, c’est-a`-dire qu’elle soient isotopes parmi les
plongements lisses. Si la varie´te´ ambiante est de dimension 3, et si de plus la structure
de contact est cooriente´e, alors un nœud legendrien he´rite d’une trivialisation de son
fibre´ normal (c’est un nœud frame´). On dit alors que deux nœuds legendriens ont les
meˆmes invariants classiques s’ils sont dans la meˆme composante connexe de l’espace
des immersions legendriennes, et si de plus ils sont e´quivalents en tant que nœuds
frame´s. Le proble`me est donc le suivant : e´tant donne´ deux nœuds legendriens ayant
les meˆmes invariants classiques, sont-ils legendriennement isotopes ?
La re´ponse est en ge´ne´ral ne´gative. Ce raffinement de la the´orie des nœuds a
attire´ beaucoup d’attention. Les techniques de topologie de contact en dimension 3
de´veloppe´es par Giroux [Gi1] permettent de classifier les repre´sentants legendriens
de certains types topologiques simples [EH]. Historiquement, le premier exemple
de deux nœuds legendriens ayant les meˆmes invariants classiques mais ne´anmoins
legendriennement distincts a` e´te´ donne´ en 1995 [Tr] en raisonnant sur des familles
ge´ne´ratrices, la varie´te´ ambiante e´tant J1(S1,R) (voir aussi [0, chap. 1] et 4.2.2
pour un exemple de deux nœuds legendriennement non-e´quivalents dans le tore
T 3 = ST ∗T 2, bien qu’ayant les meˆmes invariants classiques).
3.3.2. Digression. Dans ces deux exemples anciens, les nœuds ne sont pas
contenus dans des boules plonge´es. Ce de´tail prend un sens particulier a` la lumie`re
de la digression suivante. En dimension 3, les varie´te´s de contact se divisent en deux
classes, en fonction des proprie´te´s de leurs boules plonge´es. Une structure de contact
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sur une varie´te´ de dimension 3 est dite tendue3 si toute boule plonge´e se laisse isoto-
per par une isotopie de contact dans l’inte´rieur de tout autre boule ouverte plonge´e.
La structure est dite tordue si elle n’est pas tendue. Dans une structure tendue, toute
boule plonge´e est contactomorphe a` une boule dans J1(R,R), puisque les structures
de contact de dimension fixe´e sont toute localement e´quivalentes. Dans une struc-
ture tendue, les boules plonge´es quelconques posse`dent donc des coordonne´es ”de
Darboux”, alors que ceci n’est vrai que pour les ”petites” boules dans les varie´te´s
tordues. Dans les structures tordues, il existe des nœuds legendriens non-locaux,
c’est-a`-dire qu’on ne peut les de´former jusqu’a` les inclure dans une boule arbitraire-
ment petite par une isotopie legendrienne, sans qu’il n’y ait d’obstruction a` le faire
par une isotopie ge´ne´rale. Cette situation e´voque le cas des varie´te´s de dimension 3
contractiles et non-home´omorphes a` la boule standard, dans lesquelles il existe des
nœuds non locaux, au sens ou` ils ne sont e´quivalents a` aucun nœud contenu dans
des petites boules standard (ou des ouverts de carte). Par de´finition, J1(R,R) est
tendue. On peut montrer que, pour toute surface M , ST ∗M est tendue.
Pour illustrer ces notions, on peut faire l’observation suivante : Etant donne´ une
fonction F : S1 × W → R, ou` W est une varie´te´ compacte ou bien un espace
euclidien, auquel cas on exige de plus que F soit quadratique a` l’infini au sens de
3.1.2, alors la sous-varie´te´ legendrienne LF ⊂ J1(S1,R) n’est pas contenue dans
une boule plonge´e. En effet, si c’e´tait le cas, on pourrait isotoper legendriennement
LF dans une boule arbitrairement petite, J
1(S1,R) e´tant tendue. Cependant, une
variation sur le the´ore`me de Chekanov (voir 3.2.1) assure que l’image de LF par
cette isotopie est de la forme LG , pour une fonction G : S
1 ×W × R2d , e´gale a`
une forme quadratique de la variable vectorielle hors d’un compact. Pour chaque
θ ∈ S1, la fonction G(θ, ·) : W × R2d → R posse`de des points critiques. Ainsi LG
doit intersecter chaque fibre R× T ∗θ S
1 et ne peut donc pas eˆtre contenue dans une
boule trop petite (fin de la digression).
3.3.3. Classification dans R3. Il se trouve que le proble`me consistant a` ex-
hiber des exemples de couples de nœuds legendriens distincts ayant les meˆmes in-
variants classiques est e´trangement beaucoup plus complique´ lorsque la varie´te´ de
contact ambiante est la plus simple possible, c’est-a`-dire l’espace euclidien tridimen-
sionnel J1(R,R).
Dans J1(R,R), les immersions legendriennes du cercle (oriente´) sont classifie´es
par un unique entier : le plan de contact est transverse aux fibres de la projec-
tion J1(R,R)→ T ∗R. Etant donne´ un nœud legendrien oriente´, sa projection dans
T ∗R est donc une courbe oriente´e immerge´e. L’indice de Whitney de cette immer-
sion, c’est-a`-dire le nombre de tours effectue´ par son vecteur vitesse lorsqu’on la
parcourt une fois, qui classifie cette immersion a` homotopie re´gulie`re pre`s dans le
3La de´finition traditionnelle est diffe´rente mais co¨ıncide avec celle donne´e ci-dessus (qui
pre´sente l’avantage de ne pas eˆtre spe´cifique a` la dimension 3), d’apre`s les re´sultats combine´s
de Giroux et Eliashberg [Gi0] [Gi1] sur la classification des structures de contact en dimension 3
(voir [Co]).
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plan (the´ore`me de Whitney [Wh]), suffit a` la classifier en tant qu’immersion lagran-
gienne exacte. Ce degre´ est appele´ indice de Maslov de l’immersion legendrienne
sous jacente.
Une isotopie legendrienne est un cas particulier de ce qu’en the´orie des nœuds,
on appelle une isotopie re´gulie`re. Si l’on choisit une de´composition de R3 en produit
R2 × R → R2 , un nœud dans R3 ge´ne´rique est non-vertical, c’est-a`-dire transverse
a` la fibre de la projection choisie. A un nœud (oriente´) non-vertical, on peut as-
socier l’indice de Whitney de l’immersion sur laquelle il se projette dans le plan,
ainsi que son auto-enlacement vis-a`-vis de la direction de projection4. Deux nœuds
non-verticaux sont dit re´gulie`rement isotopes s’ils sont isotopes parmi les nœud non-
verticaux. Cela a` lieu si et seulement si ils sont isotopes au sens traditionnel, et s’ils
ont meˆme indice de Whitney et meˆme auto-enlacement. Une isotopie legendrienne
est en particulier une isotopie re´gulie`re vis-a`-vis de la projection J1(R,R) → T ∗R,
puisque la direction ∂
∂u
est transverse au plan de contact. Nous avons vu que l’indice
de Whitney s’appelle indice de Maslov dans notre contexte. L’autre invariant d’iso-
topie re´gulie`re, l’auto-enlacement, est l’invariant de Bennequin [Be] de notre nœud
legendrien. Dire que deux nœuds ont meˆmes invariants classiques, c’est donc dire
qu’ils ont le meˆme type de nœuds topologique, le meˆme invariant de Bennequin, et
le meˆme indice de Maslov.
En 1997, Chekanov [Che2] a mis au point un invariant combinatoire des nœuds
legendriens inspire´ de l’homologie de contact relative de Eliashberg, Givental et Hofer
([EGH]) qui lui a permis d’exhiber un couple de nœuds legendriens dans J1(R,R)
legendriennement distincts, mais ayant les meˆmes invariants classiques (voir aussi
[Ng1], [Sa1], [NT], [ENS], [EFM] pour la poste´rite´ de cette version combinatoire
de l’homologie de contact). Peu apre`s, une autre construction (la de´composition des
fronts) [ChP], [Che3], inspire´e par la the´orie des familles ge´ne´ratrices, a` permis
d’aboutir a` la meˆme conclusion. Des liens ont ensuite e´te´ trouve´s entre les deux
proce´de´s [Fu],[FI], [Sa2], qui expe´rimentalement distinguent les meˆmes nœuds.
En dimension supe´rieure, les techniques de familles ge´ne´ratrices restent aussi
efficaces pour distinguer des sous-varie´te´s legendriennes. Dans cet ordre d’ide´es, les
re´sultats de [5], [7],[8] et [10], qui garantissent que certaines proprie´te´s globales
des fronts sont des invariants d’isotopie legendrienne, peuvent eˆtre utilise´s ”en sens
inverse”, pour distinguer des nœuds legendriens. L’homologie de contact relative
est maintenant bien de´finie dans le cas des sous-varie´te´s legendriennes de J1(Rn,R)
[EES1], [EES2], mais reste difficilement calculable en l’absence d’une description
combinatoire analogue a` celle propose´e par Chekanov en dimension 3.
3.3.4. Re´alisibilite´. Une autre question importante (de´taille´e en 4.5) consiste
a` de´terminer les valeurs prises par les invariants classiques. En effet, l’un des re´sultats
fondamentaux de la topologie de contact [Be] est qu’il n’est pas possible de re´aliser
4Il faut porter une attention particulie`re a` la compatibilite´ des choix d’orientation lorsqu’on
manipule ve´ritablement ces nombres.
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toutes les classes d’isotopie re´gulie`re de nœuds dans J1(R,R) par des nœuds le-
gendriens. S’il est aise´ de construire des nœuds legendriens de n’importe quel type
topologique et re´alisant n’importe quelle valeur de l’indice de Maslov, l’invariant
de Bennequin est contraint par diffe´rentes ine´galite´s (voir par exemple [6] et 4.5)
faisant intervenir des invariants purement topologiques.
Dans le meˆme ordre d’ide´es, on peut se demander quelles sont les sous-varie´te´s
legendriennes de J1(M,R) re´alisables par des familles ge´ne´ratrices quadratiques
a` l’infini, ou bien quelles sont les classes d’isotopies legendriennes de PT ∗M qui
contiennent des releve´s legendriens d’immersions dans M .
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CHAPITRE 4
Re´sultats
4.1. Contours
L’article [7] est le re´sultat de ma lente digestion (de´bute´e avec [5]) de la the´orie
des familles ge´ne´ratrices et du the´ore`me de Chekanov (voir 3.2.1). Historiquement
la the´orie fut de´veloppe´e en France par Chaperon, Laudenbach, Sikorav, Viterbo,
The´ret, ainsi que par l’e´cole russe : Givental, Chekanov, Pushkar. Les contributions
de ces auteurs sont reprises dans un gros article de Eliashberg et Gromov [EG],
auquel je renvoie pour une bibliographie plus comple`te1, et dans lequel cette the´orie
est porte´e a` un tre`s haut degre´ de ge´ne´ralite´.
4.1.1. Familles ge´ne´ratrices et contours apparents. La preuve du the´ore`me
de Chekanov que j’ai propose´e dans [5] n’est pas e´loigne´e conceptuellement des
preuves classiques, ni meˆme de celle de la version symplectique du the´ore`me ([LS]).
Mais elle fait apparaˆıtre un certain nombre de formules, qui posse`dent une in-
terpre´tation ge´ome´trique en termes d’enveloppes. Si l’on garde en me´moire que le
diagramme de Cerf d’une famille de fonctions est un contour apparent (voir 2.2.8 et
fig. 2.4), cela sugge`re une version ”e´le´ments de contact”, ”ge´ome´trique”, du the´ore`me
de Chekanov. Cette piste, dont la possibilite´ est brie`vement mentionne´e a` la fin de
[5], fait l’objet de [7]. Pour formuler cette version ge´ome´trique, quelques pre´cisions
sur la notion de contour apparent sont ne´cessaires.
4.1.2. Contours apparents. Soient M et N deux varie´te´s, et φ une applica-
tion lisse de N dans M . Un point critique de φ est un point de N ou` la diffe´rentielle
de φ n’est pas surjective. Une valeur critique est l’image par φ d’un point critique.
Le contour de φ est l’ensemble des valeurs critiques de φ. Cette terminologie abusive
provient du cas particulier ou` N est une surface (par exemple un relief montagneux)
immerge´e dans R×R2 , que l’on regarde dans la direction du facteur R. L’ensemble
des valeurs critiques est la projection sur le plan R2 de l’ensemble des points ou` le
plan tangent a` la surface N contient la direction de projection. Le contour que l’on
observe est une partie du contour de´fini plus haut, a` moins que N ne soit translucide,
auquel cas les deux notions co¨ıncident.
Si dim(M) > dim(N), tout point est critique et le contour co¨ıncide avec l’image
de φ en entier. Si dim(M) = dim(N) = 2, on peut montrer (c’est encore un the´ore`me
de Whitney, voir [AGV]) que, ge´ne´riquement, φ sera un diffe´omorphisme local dans
le comple´mentaire d’une courbe lisse, le long de laquelle φ re´alisera un pli, sauf en
1Mais voici de´ja` de quoi lire : [Cha0][Cha1][La][LS][Si1] [Si2][Vi1][Vi2] [Giv] [Che1].
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quelques points isole´s ou` φ re´alisera une fronce de Whitney. L’image dans M de cette
courbe lisse sera une courbe immerge´e hors des fronces, ou` l’on observera des points
de rebroussement. Cette situation est celle illustre´e par la figure 2.4 du chapitre 2,
ce qui n’est pas un hasard, puisque les diagrammes de Cerf sont des exemples de
contours (dans les notations de 2.2.8, la varie´te´ source est N = M ×W , la varie´te´
but est J0(M,R) = R×M , l’application φ associe (u = f(q, w), q) au couple (q, w)).
4.1.3. Contours et re´duction. L’exemple des diagrammes de Cerf conduit a`
ge´ne´raliser la notion de fonction ge´ne´ratrice comme suit. A une application φ telle
que pre´ce´demment, on associe le sous-ensemble lφ ⊂ PT ∗M de´fini par :
Lφ = {(q, [p]) ∈ PT
∗M tels que ∃x ∈ N tel que q = φ(x) et p ◦Dφ = 0}.
Ici [p] de´signe la classe projective du covecteur p, de sorte que (q, [p]) correspond
bien a` un e´le´ment de contact.
Un e´le´ment de contact (q, [p]) est dans Lφ si et seulement si son point base q
est dans l’image de φ et si de plus l’image de la diffe´rentielle de φ en x ante´ce´dent
de q est incluse dans l’hyperplan tangent a` M en q spe´cifie´ par [p]. Cette dernie`re
condition impose que q soit une valeur critique de φ. Ainsi, par construction, le front
pi(Lφ) s’identifie au contour de φ.
Cette sous-varie´te´ Lφ s’interpre`te naturellement en termes de re´duction de contact
(voir 2.2.9). Soit en effet G ⊂ N×M le graphe de φ. Le point x ∈ N est critique pour
φ si et seulement si l’espace tangent au graphe G en (x, φ(x)) n’est pas transverse
aux fibres de la projection N × M → M . Cette situation arrive si et seulement
si cet espace tangent est inclus dans un hyperplan de T(x,φ(x))(N ×M) contenant
aussi l’espace tangent a` la fibre de la projection. Au-dessus d’un tel point du graphe,
le releve´ legendrien LG de G dans PT ∗(N ×M) intersecte donc l’ensemble C des
e´le´ments de contact de N ×M contenant l’espace tangent aux fibres. Or il existe
une application naturelle R de C vers PT ∗M . On peut montrer (c’est une situation
analogue a` celle de 2.2.9) que si une legendrienne L de PT ∗(N ×M) est transverse
a` C , alors son image R(C ∩L) est une sous-varie´te´ legendrienne immerge´e de PT ∗M
(et meˆme plonge´e, quitte a` perturber L). L’ensemble Lφ de´fini ci-dessus n’est autre
que R(C ∩ LG).
En ge´ne´ral, Lφ n’est pas lisse. Mais [7, the´ore`me A] implique que ge´ne´riquement
Lφ est une sous-varie´te´ legendrienne plonge´e dans PT
∗M . D’apre`s la discussion
pre´ce´dente, il suffit de montrer que l’on peut re´aliser la condition de transversalite´
en restant dans la classe des releve´s legendriens de graphes dans PT ∗(N ×M).
A aucun moment ce the´ore`me A n’affirme quoi que ce soit sur la position relative
de la varie´te´ re´duite R(C ∩ LG) par rapport aux fibres de pi : PT ∗M →M . En fait
la varie´te´ re´duite n’a pas de raison de se trouver en position ge´ne´rale vis-a`-vis de
cette projection. Pour bien saisir cette subtilite´, il faut conside´rer l’exemple (local)
du parapluie de Whitney parame´tre´ : Soit N un disque ouvert de dimension 2, et
φ : N → R3 la parame´trisation du parapluie de Whitney. L’ensemble Lφ est bien
une legendrienne plonge´e dans PT ∗R3 (hors du point singulier, φ est une immersion
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Fig. 4.1. Deux contours de tores, ou de bouteilles de Klein.
Fig. 4.2. Le contour d’une sphe`re.
et au-dessus de ce domaine, Lφ est le releve´ legendrien de cette immersion). Au-
dessus du point singulier, il y a par contre tout un P 1 correspondant aux e´le´ments
de contact contenant l’image (ici de dimension 1) de la diffe´rentielle. Le parapluie de
Whitney n’est pas une singularite´ typique des fronts d’onde dans R3, et une le´ge`re
perturbation2 de Lφ produit une approximation du parapluie par un assemblage de
queues d’aronde. Le fibre´ conormal du parapluie de Whitney est une lagrangienne
horriblement singulie`re dans T ∗R3 . Mais les singularite´s se trouvent sur la section
nulle. Apre`s projectivisation, on obtient un Lφ lisse.
Il existe une grande varie´te´ de fronts re´alisables comme des contours. Par exemple
le front a` gauche de la figure 4.1 peut se re´aliser comme, au choix, le contour d’une
bouteille de Klein immerge´e dans R × R2 ou d’un tore immerge´ dans le meˆme
espace. Le front a` droite de la figure 4.1 peut lui aussi se re´aliser comme contour
d’immersions des meˆmes objets dans R× R2 , mais c’est plus de´licat a` voir dans le
cas du tore. Le front de la figure 4.2 provient d’une application de la sphe`re S2 dans
le plan, mais n’est pas le contour d’une sphe`re immerge´e dans R×R2. La figure 4.4
est une perturbation du contour d’une ce´le`bre immersion de P 2 dans R× R2.
4.1.4. Le the´ore`me principal de [7]. Il s’agit d’un re´sultat dans l’esprit du
principe d’Arnold 3.2.2 : La proprie´te´ pour un front d’onde de l’espace projectif re´el
d’eˆtre un contour est stable par isotopie legendrienne : Soit P l’espace projectif re´el
de dimension m. Etant donne´ une varie´te´ compacte N , une application diffe´rentiable
2Qui ne peut eˆtre le releve´ d’une le´ge`re perturbation de φ.
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φ : N → P , et une legendrienne L ⊂ PT ∗P Legendre-isotope a` Lφ , il existe une
varie´te´ compacte N et une application Φ : N → Pm telle que L = LΦ .
Dans ce the´ore`me, toutes les varie´te´s sources sont compactes3. La preuve est
constructive et permet de controˆler la topologie de N . La varie´te´ but est restreinte
a` l’espace projectif re´el, en raison d’un jeu de ping-pong avec la dualite´ projective,
qui intervient de manie`re cruciale a` un certain point de la preuve. On peut imaginer
une ge´ne´ralisation a` des varie´te´s buts quelconques4, mais en contrepartie, on perdra
l’aspect tre`s naturel et surtout tre`s ge´ome´trique de la construction.
4.1.5. L’image d’une fibre. La preuve est enrobage technique de ce qui se
passe dans le cas tre`s particulier ou` N est re´duite a` un point, ou` φ est l’inclusion
de ce point dans P , et ou` de plus L n’est qu’une petite de´formation de LN .
Dans les notations de 2.2.10.4, pi∨(LN) est un hyperplan dans P
∨. Si elle est
suffisamment petite, la de´formation L de LN restera transverse aux fibres de pi
∨,
pi∨(L) sera une hypersurface lisse de P ∨, et donc L s’identifiera avec LΦ , ou` Φ :
N ≡ L → P ∨ est la restriction de pi∨ a` L (l’identification d’Arnold 2.2.10.4 entre
PT ∗P et PT ∗P ∨ est invoque´e implicitement ici).
On a ainsi bien re´alise´ L comme un LΦ , mais avec une application Φ qui ne
tombe pas dans le bon espace, a` savoir P ∨ au lieu de P . Je montre dans [7] comment
retomber dans l’espace voulu. Le ping-pong avec la dualite´ projective e´voque´ plus
haut est ici. L’hypothe`se de petitesse de la de´formation s’e´vacue avec des arguments
standard de´ja` pre´sents dans toutes les autres approches des familles ge´ne´ratrices.
3A la diffe´rence du the´ore`me de Chekanov ou` les fonctions sont de´finies sur des varie´te´s ouvertes
et doivent eˆtre controˆle´es a` l’infini.
4Bien que pour cela il reste des difficulte´s techniques que je n’ai pas encore traite´es.
34
4.2. Familles ge´ne´ratrices et ge´ome´trie extrinse`que des sous-varie´te´s et
des fronts d’onde
Dans cette section, je passe brie`vement en revue les articles [3, 4, 5] issus de ma
the`se [0], qui ont en commun de faire intervenir la ge´ome´trie extrinse`que des fronts
d’onde.
4.2.1. Diame`tres. Comme mentionne´ pre´ce´demment, les calculs de [5] et le
the´ore`me de Chekanov peuvent a posteriori s’interpre´ter comme une version locale
du the´ore`me de´taille´ dans la section pre´ce´dente. Outre cela, [5] contient des varia-
tions sur le the`me de la dualite´ ”de l’hodographe” (double fibration de 2.2.10.3, qui
sera aussi a` l’honneur dans la suite, voir 4.3.4).
Cette identification entre ST ∗Rn et J1(Sn−1,R) permet de voir T ∗Sn−1 comme
l’espace des droites affines oriente´es de Rn (voir les formules de 2.2.10.3). Etant
donne´ une sous-varie´te´ de Rn , la sphe´risation de son cotangent est une legendrienne
dans ST ∗Rn , dont la projection dans T ∗Sn−1, qui est une sous-varie´te´ lagrangienne
immerge´e, s’interpre`te comme l’ensemble des droites normales a` la sous-varie´te´ ini-
tiale. L’e´tude des auto-intersections de cette lagrangienne conduit naturellement a`
des estimations sur le nombre de droites doublement normales (”diame`tres”) a` une
sous-varie´te´ ou un front d’onde de l’espace euclidien. Les estimations de [5, th. 11]
sont moins perfectionne´es que celle obtenues depuis par Pushkar [Pu2].
4.2.2. Ine´galite´s de Morse pour les fronts et applications. Etant donne´
une sous-varie´te´ compacte M immerge´e dans Rn et une famille d’hyperplans pa-
ralle`les, ou plus ge´ne´ralement d’hypersurfaces de niveau d’une fonction, la the´orie
de Morse traditionnelle donne une estimation du nombre de points de tangence
entres les hypersurfaces et la varie´te´ compacte M (cette observation est aussi le
point de´part de 4.4). Je montre dans [5] comment une manipulation des familles
ge´ne´ratrices permet de ge´ne´raliser ces estimations de Morse aux fronts d’onde de
sous-varie´te´s legendriennes legendre-isotopes au releve´ legendrien de M (on peut
parler de tangence a` une front d’onde ge´ne´rique, qui est une hypersurface a priori
singulie`re mais posse´dant ne´anmoins un plan tangent bien de´fini en chaque point).
Par exemple une legendrienne de ST ∗Rn ou de PT ∗Rn dont le front d’onde est
transverse a` tous les hyperplans orthogonaux a` une direction donne´e n’est jamais
legendre-isotope au releve´ legendrien5 d’une immersion.
Ce crite`re peut eˆtre utilise´ pour distinguer des classes d’isotopies legendriennes
(voir une application en 4.3.6 et dans [2]).
Une version de ce crite`re ou` Rn est remplace´ par le cylindre S1 × R permet de
construire l’exemple suivant [0, chap. 1]6, qui illustre bien la proble´matique de la
classification des nœuds legendriens, (voir 3.3) : Conside´rons le tore T 2 = S1 × S1,
et soit L ⊂ T 3 = ST ∗T 2 la sphe´risation du conormal de l’un des facteurs S1 ⊂ T 2.
5Attention a` la convention explique´e en 2.2.4.
6Construction non-publie´e ailleurs que dans ma the`se [0], car tre`s proche de l’ide´e de [Tr].
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Fig. 4.3. Pour faire disparaˆıtre les tangences entre une immersion et
les niveaux d’une fonction (ici repre´sente´s par la direction verticale)
par une de´formation parmi les fronts, il faut ne´cessairement passer
par une autotangence (i.e. changer le type d’isotopie legendrienne du
nœud legendrien correspondant dans PT ∗R2.
Notons L+ et L− les deux composantes connexes de L. Elles sont envoye´es l’une
sur l’autre par le contactomorphisme ”qui renverse la coorientation”. Ce contacto-
morphisme est isotope a` l’identite´ parmi les diffe´omorphismes, mais pas parmi les
contactomorphismes7).
Les ine´galite´s de type Morse pour les fronts permettent de montrer que L+ et
L− ne sont pas legendriennement isotopes dans T 3 = ST ∗T 2, bien que topologique-
ment isotopes en tant que nœuds muni d’une trivialisation du fibre´ normal (pour la
trivialisation induite par la structure de contact). On ve´rifie par ailleurs que l’on
peut joindre L+ et L− parmi les immersions legendriennes. L+ et L− ont donc les
meˆmes invariants classiques, au sens de 3.3.
4.2.3. Ge´ome´trie des courbes planes. Ces ingre´dients (double fibration,
tangence avec des hyperplans, diame`tres,...) sont aussi ceux de [3], dont l’ide´e essen-
tielle est la suivante : Etant donne´ une immersion ge´ne´rique du cercle dans le plan,
une formule classique (due a` F. Fabricius-Bjerre et B. Halpern [FB, Ha]) relie le
nombre de droites doublement tangentes a` cette immersion, son indice de Whitney,
le nombre de ses points doubles et celui de ses points d’inflexion (compte´s avec des
signes ade´quats).
Je montre dans [3] comment calculer l’invariant J+ d’Arnold (une version de
l’invariant de Bennequin) du releve´ legendrien de cette courbe plane en fonction
de ces meˆmes ingre´dients ge´ome´triques, et ce de plusieurs manie`res diffe´rentes. La
formule de Fabricius-Bjerre Halpern est obtenue en identifiant deux de ces e´critures
de J+ .
4.2.4. Varie´te´s de Hadamard. Remarquons aussi que, d’apre`s [4], beaucoup
des conse´quences ge´ome´triques de la the´orie des familles ge´ne´ratrices se ge´ne´ralisent
aux sous-varie´te´s et aux fronts d’onde des varie´te´s de Hadamard (varie´te´s de cour-
bure ne´gative simplement connexes). En effet, on trouve dans [4] un diffe´omorphisme
explicite entre le fibre´ tangent unitaire d’une varie´te´ de Hadamard de dimension n
7En fait il change le signe de la forme de contact standard.
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et J1(Sn−1,R) ≡ ST ∗Rn , qui a la proprie´te´ de conjuguer les formes de contact
standard de ces deux espaces.
Rappelons que le champ de Reeb de la forme de contact standard du fibre´ tan-
gent unitaire d’une varie´te´ induit le flot ge´ode´sique. En particulier, l’espace des
ge´ode´siques oriente´es d’une varie´te´ de Hadamard de dimension n est une varie´te´
lisse, diffe´omorphe a` la varie´te´ des droites oriente´es de l’espace euclidien, c’est a`
dire T ∗Sn−1. Ces quotients e´tant obtenus par re´duction symplectique, ils sont cha-
cun munis d’une structure symplectique naturelle. Ce qui pre´ce`de implique qu’ils ne
sont pas exotiques.
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4.3. Coexistence globale de singularite´s
De cette the´matique rele`vent [2] ainsi que [8], travail en commun avec Petr Pu-
shkar, ou` nous re´solvons le proble`me [Ar0, 1995-10] pose´ par Arnold.
4.3.1. Le re´sultat principal de [8]. Il s’agit du the´ore`me suivant : Il existe
des classes d’isotopies legendriennes dans ST ∗Rn dont tous les repre´sentants ont un
front singulier, mais telles que ces singularite´s soient e´liminables par de´formation
parmi les immersions legendriennes. Cette pre´sence obligatoire de singularite´s est
un invariant d’isotopie legendrienne non-trivial.
Un re´sultat e´quivalent a e´te´ obtenu8 via une approche diffe´rente par Misha Entov
[En1] [En2]. Je me limite ci-dessous a` la discussion du cas n = 2, afin de pre´server la
simplicite´ des explications. Le ge´ne´ralisation pour n quelconque n’est qu’un enrobage
technique des ide´es ”visuelles” de le dimension 2 (mis a` part la proposition C de [8],
qui est propre au cas n ≥ 3). Quant aux re´sultats de [2], il sont spe´cifiques a` cette
dimension.
4.3.2. Re´alisabilite´. Il est de´montre´ dans [Sh0], [CGM] et [2], qu’e´tant donne´
une surface orientable M , tout type topologique de nœud dans ST ∗M peut eˆtre
re´alise´ comme releve´ legendrien d’une courbe immerge´e cooriente´e9 dans M .
De plus un re´sultat de [2] montre que si l’on peut e´liminer les singularite´s du
front par de´formation parmi les immersion legendriennes, alors elles sont e´liminables
par isotopie legendrienne, modulo une ope´ration de stabilisation, qui ne change pas
le type topologique du nœud ni le type d’immersion legendrienne (mais qui change
l’auto-enlacement du nœud legendrien, et donc sa classe d’isotopie legendrienne).
D’apre`s [8], cette ope´ration de stabilisation est en ge´ne´ral ine´vitable.
4.3.3. Structure de la preuve du re´sultat principal de [8]. La preuve se
divise en deux grandes e´tapes. La premie`re exploite la structure de double fibra-
tion legendrienne (voir 2.2.10.3) pour re´duire le proble`me a` une question portant
sur les familles ge´ne´ratrices. La seconde, qui est d’un inte´reˆt propre, consiste en la
construction explicite de familles ge´ne´ratrices dont la varie´te´ auxiliaire est compacte
et telles que la legendrienne engendre´e soit connexe.
Soit W une varie´te´ compacte, et F : S1 × W → R une fonction telle que la
sous-varie´te´ legendrienne associe´e LF ⊂ J1(S1,R) soit connexe. La topologie de
W impose (ine´galite´s de Morse) que, pour chaque t ∈ S1 , LF intersecte la fibre
R × T ∗t S
1 un grand nombre de fois (compte´es avec multiplicite´). Pour assurer que
le front de LF dans J
0(S1,R) soit bien l’image d’une courbe connexe, il est clair
qu’un grand nombre de points de rebroussement vont eˆtre ne´cessaires. D’apre`s le
the´ore`me de Chekanov (voir 3.2.1) la meˆme conclusion reste valable pour le front de
toute legendrienne Legendre-isotope a` LF .
8concomitamment et inde´pendamment de [8bis], note aux CRAS dont [8] contient une version
de´taille´e augmente´e de constructions supple´mentaires.
9Attention a` la convention de 2.2.4.
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4.3.4. Modulo la question de la connexite´ de LF , il est donc aise´ de construire
des classes d’isotopies legendriennes dont tous les repre´sentants ont un front dans
J0(S1,R) tre`s singulier. Si l’on se souvient de la double fibration de 2.2.10.3
R
2 pi←: ST ∗R2 ≡ J1(S1,R)
σ
→ J0(S1,R),
on voit que ces classes d’isotopie legendriennes auront des repre´sentants tous dote´s
d’un front (dans R2 cette fois-ci) riche en inflexions.
Il existe une fonction localement constante et surjective a` valeurs entie`res dans
{0, . . . , dim(W )} naturellement de´finie sur le comple´mentaire dans LF du lieu (qui
ge´ne´riquement est de codimension 1, i.e. compose´ de points isole´s) des tangences
avec les fibres de σ. Il s’agit de l’indice de Morse du point critique de F (t, ·) qui
parame´trise le point de LF conside´re´ (chaque branche du diagramme de Cerf prive´
des points de rebroussement est naturellement de´core´e par l’indice de Morse du
point critique correspondant a` la valeur critique suivie le long de cette branche).
Cette fonction est surjective a` cause de l’hypothe`se de connexite´.
Il existe par ailleurs une fonction localement constante naturellement de´finie sur
le comple´mentaire R dans LF du lieu des tangences avec les fibres de pi et de σ :
La projection pi immerge chaque composante connexe de R de manie`re convexe ou
concave par rapport a` la coorientation de pi(LF ). La fonction cherche´e prendra pour
valeur 0 sur les parties convexes, et 1 sur les parties concaves. Pour F ge´ne´rique,
les segments convexes et concaves alternent le long de pi(LF ), et la valeur de cette
fonction ”saute” au passage de chaque rebroussement et de chaque inflexion du front.
Le point clef est qu’une e´tude locale montre qu’au passage d’une inflexion, ces
deux fonctions ont le meˆme saut. Or, au passage d’un rebroussement, seule la seconde
varie. Ainsi, de`s que W est de dimension supe´rieure ou e´gale a` 2, des rebroussements
sont ine´vitables dans le pi(LF ) (pour F ge´ne´rique). Tout ceci peut s’interpre´ter en
termes cohomologiques, et c’est ce point de vue qui conduit a` une preuve valable en
toutes dimensions.
4.3.5. Il reste donc a` trouver des varie´te´s W de dimension 2 ou plus et des
fonctions F : S1 × W → R telles que les sous-varie´te´s legendriennes LF soient
connexes. Dans [8] nous donnons plusieurs constructions inde´pendantes. L’une d’elle
est tre`s visuelle et peut eˆtre explique´e dans les termes suivants :
Nous avons vu en 4.1 comment associer a` une application diffe´rentiable ge´ne´rique
φ : W → R2 une legendrienne Lφ dans PT ∗R2. Soit L˜φ la pre´-image de Lφ par le
reveˆtement double ST ∗R2 → PT ∗R2. Un calcul montre que L˜φ , conside´re´e comme
sous-varie´te´ legendrienne de J1(S1,R), s’identifie a` LF , ou` F : S
1 ×W → R est la
famille ge´ne´ratrice de´finie par
F (θ, w) = 〈θ, φ(w)〉.
Pour re´soudre la question pose´e, on peut donc chercher une varie´te´ W de dimen-
sion au moins 2, ainsi qu’une application φ : W → Rn telle que L˜φ soit connexe.
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Fig. 4.4. Le´ge`re perturbation du contour apparent de la surface de Boy.
Il se trouve qu’une telle application est de´crite par Boy [Bo] : conside´rons l’immer-
sion de Boy de l’espace projectif re´el de dimension 2, note´ ici W , dans R3 . Soit
φ : W → R2 la restriction a` W de la projection sur le plan selon l’axe de syme´trie
de cette immersion. Le contour apparent (dessine´ par Boy en 1903) posse`de lui aussi
cette syme´trie d’ordre 3, et en poussant le´ge`rement Lφ par le flot ge´ode´sique de
R2 , on obtient une legendrienne dont le front est dessine´ sur la figure 4.4, qui en
particulier est bien connexe.
On peut construire beaucoup d’autres exemples du meˆme style a` l’aide d’immer-
sions de surfaces non-orientable dans R3 . Il existe [Mi] une tre`s belle application ψ
de P 2 dans R2 telle que L˜ψ est connexe et dont le front pi(L˜ψ) posse`de le nombre
minimal de rebroussements possible10 (voir aussi [Hae] [Le]).
4.3.6. Un autre re´sultat sur la ne´cessite´ de singularite´s. Outre les re´sultats
de re´alisabilite´ et d’e´limination des singularite´s mentionne´s plus haut en 4.3.2, [2]
contient un re´sultat sur la ne´cessite´ de singularite´s dans le contexte non cooriente´.
La projectivisation du conormal d’une courbe immerge´e dans le plan n’est jamais
contenue dans une boule plonge´e dans PT ∗R2.
”Etre contenu dans une boule plonge´e” est une proprie´te´ de la classe d’isotopie
toute entie`re. Ainsi tous les repre´sentants d’une telle classe devront avoir un front
singulier.
Bien entendu, cette approche n’est inte´ressante que s’il n’y a pas d’obstruction
a` e´liminer les singularite´s par de´formation parmi les immersions legendriennes. De
10L’image pi(L˜ψ) posse`de un rebroussement, mais est reveˆtue deux fois par L˜ψ , de sorte que
pi|L˜ψ posse`de deux singularite´s (qui seront donc inamovibles par isotopie legendrienne, d’apre`s la
preuve du the´ore`me principal).
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nombreux exemples de ce type existent, le plus simple e´tant donne´ par la figure 4.3,
qui, lue a` l’envers, explique comment e´liminer les deux rebroussements des ”le`vres”.
Ce re´sultat est d’une nature tre`s diffe´rente de celui obtenu dans le cas cooriente´
[8]. J’utilise pour le montrer le fait que PT ∗R2 est une varie´te´ de contact tendue
au sens de 3.3.2 : toute boule plonge´e est contactomorphe a` une boule plonge´e dans
J1(R,R). Ce point repose sur les travaux fondamentaux de Eliashberg et Giroux
[Gi0, Gi1]. On peut en de´duire que toute boule plonge´e dans PT ∗R2 se laisse
isotoper a` l’inte´rieur d’une boule arbitrairement petite, disons un voisinage d’un
e´le´ment de contact fixe´.
Une legendrienne contenue dans un tel voisinage posse`de un front dont les tan-
gentes sont tre`s proche de l’e´le´ment de contact fixe´. Ce front sera donc transverse
aux niveaux d’une fonction ”hauteur” bien choisie. D’apre`s [5] (voir 4.2.2), ceci est
impossible si la legendrienne de de´part est le releve´ d’une immersion.
Pourquoi ce raisonnement n’est-il pas ge´ne´ralisable au contexte cooriente´ ? C’est
qu’alors ”avoir un front immerge´” est une proprie´te´ diffe´rente de ”eˆtre le releve´
legendrien d’une immersion”. Le releve´ d’une immersion du cercle posse`de deux
composantes connexes. Les ine´galite´s de 4.2.2 portent bien sur l’union de ces deux
composantes. Un tel entrelacs legendrien n’est donc jamais plonge´ dans une boule.
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Fig. 4.5. Tangences entre une varie´te´ compacte et une famille a` un
parame`tre d’hypersurfaces.
4.4. Balayages de varie´te´s compactes
Il s’agit d’un travail [10] e´labore´ en commun avec Petr Pushkar, ou` l’on ge´ne´ralise
l’ine´galite´ de Morse totale bornant infe´rieurement le nombre de points critiques d’une
fonction lisse sur une varie´te´ compacte. Il ne s’agit pas de ge´ome´trie de contact
stricto-sensu, les me´thodes employe´es se limitant au calcul diffe´rentiel e´le´mentaire
et a` la the´orie de Morse classique. Ne´anmoins, nous verrons qu’il s’agit bien d’une
manifestation originale du principe d’Arnold (3.2.2).
4.4.1. Toute fonction sur une varie´te´ compacte M peut se re´aliser comme une
”fonction hauteur”, c’est-a`-dire comme projection sur l’un des axes de coordonne´e
(l’axe ”vertical”) pour un certain plongement deM dans un espace Euclidien Rn . Les
points critiques de f correspondent aux points de tangence entreM et les hyperplans
”horizontaux”. L’ine´galite´ totale de Morse est donc une estimation du nombre de
tangences entre une varie´te´ compacte et les membres d’une famille d’hyperplans
paralle`les.
On peut se demander ce qu’il advient du nombre de telles tangences lorsqu’on
de´forme cette famille d’hyperplans en une famille a` un parame`tre d’hypersurfaces.
A priori une telle famille n’a aucune raison d’eˆtre identifiable avec les niveaux d’une
fonction.
Revenons un instant sur la famille des hyperplans paralle`les. Ils s’intersectent
tous a` l’infini autour d’un sous-espace de codimension 2. Si l’on rame`ne cet ”axe”
dans le domaine affine, mais loin de M , la famille d’hyperplans se comporte comme
les niveaux d’une fonction au voisinage de M , et l’on conserve une ine´galite´ de
type Morse pour le nombre de tangences (voir fig. 4.5). Si l’on rapproche cet axe
suffisamment pre`s de M pour qu’il intersecte cette dernie`re, alors on peut espe´rer
diminuer le nombre de tangences.
4.4.2. Balayages. Nous allons voir comment interpre´ter cette situation dans le
sens du principe d’Arnold (3.2.2). Un balayage est une famille lisse d’hypersurfaces
non-singulie`res, parame´tre´e par une angle t ∈ S1. On repre´sentera chaque hypersur-
face de manie`re implicite par une e´quation {x ∈ Rn|ht(x) = 0}, et on utilisera cette
fonction h : Rn × S1 → R pour de´signer le balayage. Un balayage est dit standard
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Fig. 4.6. Un balayage typique et son enveloppe.
par rapport a` M si de plus h0 est positive sur M et hpi ne´gative sur M . Cette condi-
tion assure qu’un balayage standard balaye M deux fois. La famille d’hyperplans de
la fig 4.5, gauche, ou plus ge´ne´ralement les niveaux d’une fonction hauteur, peuvent
se refermer en un balayage standard. Dans ce cas le nombre de tangences (compte´es
avec multiplicite´s) est au moins e´gal a` deux fois le nombre de Morse de M .
Soit LM le releve´ legendrien de M dans ST
∗Rn (voir 2.2.4). A un balayage h, on
peut associer un sous-ensemble Lh ⊂ ST ∗Rn par la construction suivante :
Lh = {(x, [p]) ∈ ST
∗
R
n tels que ∃t ∈ S1 tel que h(x, t) = 0,
∂h
∂t
(x, t) = 0, p =
∂h
∂x
(x, t)}.
Ici, [p] de´signe la classe du covecteur p modulo homothe´ties positives. Cet ensemble
n’est pas ne´cessairement lisse, bien qu’il le soit pour un h ge´ne´rique (c’est alors
une sous-varie´te´ legendrienne). Par ailleurs, cet ensemble n’est pas ne´cessairement
compact. En effet, son front pi(Lh) (notations de 2.2.3) n’est autre que
E = {x ∈ Rn tels que ∃t ∈ S1 tel que h(x, t) = 0,
∂h
∂t
(x, t) = 0},
c’est-a`-dire l’enveloppe, au sens traditionnel du terme [Au], de la famille d’hyper-
surfaces implicitement de´finie par h.
Le the´ore`me principal de [10] est une manifestation du principe d’Arnold : Soit
M une varie´te´ compacte. Si l’on de´forme un balayage standard par rapport a` M
parmi les balayages de sorte que la legendrienne associe´e au balayage n’intersecte
LM a` aucun moment de la de´formation, alors une ine´galite´ de type Morse reste
valide : le nombre de tangences (compte´es avec multiplicite´) entre M et les feuilles
du balayage est supe´rieur au double de la somme des nombres de Betti de M .
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Fig. 4.7. Le front de lh lorsque h est un balayage standard.
La preuve ne fait intervenir que le calcul diffe´rentiel et la the´orie de Morse tra-
ditionnelle. Le vocabulaire ”contact” n’intervient que pour interpre´ter l’hypothe`se
du the´ore`me, qui d’ailleurs se ”visualise” dans Rn en disant que, a` aucun moment,
l’enveloppe de la famille d’hyperplans n’est tangente a` M .
La conclusion du the´ore`me ressemble a` celle du the´ore`me de Givental [Giv] (voir
3.2.3). Les tangences dont nous cherchons a` estimer le nombre sont en correspon-
dance bi-univoque avec les intersections entre LM et l’union de tous les releve´s
legendriens des hypersurfaces qui composent le balayage, cooriente´es par le gradient
de h.
Cette meˆme conclusion peut e´trangement eˆtre interpre´te´e comme une estimation
du nombre d’intersections entre deux fronts dans J0(S1,R). En effet, e´tant donne´ un
balayage h, les tangences que nous recherchons correspondent aux couples (q, t) ∈
M × S1 tels que q est un point critique de la fonction h(t, ·) : M → R dont la
valeur critique est 0. Autrement dit, nous voulons compter les intersections entre la
section nulle de J0(S1,R) et le front de la sous-varie´te´ lh ⊂ J1(S1,R) de´finie par
la fonction h, conside´re´e comme une famille ge´ne´ratrice (voir 2.2.8) dont la varie´te´
auxiliaire serait M . La figure 4.7 repre´sente ce front dans le cas d’un balayage
standard typique. Je ne sais pas transformer cette remarque (qui pourtant e´voque
certaines conside´rations de [Giv] et de [EG]) en une preuve alternative du the´ore`me.
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4.5. Ine´galite´s de type Bennequin
L’article [6] traite du proble`me de la re´alisabilite´ des invariants classiques de´ja`
e´voque´ au paragraphe 3.3.4. Avertissement : la manipulation des invariants dont il
est question ci-dessous (polynoˆmes des nœuds, auto-enlacement, indice de Maslov)
ne´cessite de porter une attention particulie`re aux questions d’orientation et de nor-
malisation, ce dont je vais me dispenser dans cette exposition informelle. Les choix
de [6] sont corrects, mais diffe´rents de ceux de [Mo, Ng2, Rut].
4.5.1. L’ine´galite´ de Bennequin et sa poste´rite´, premie`re partie. En
1983, Bennequin [Be] a montre´ que tous les types d’isotopie re´gulie`re ne sont pas
re´alisables par des nœuds legendriens dans J1(R,R). Plus pre´cise´ment, il montre
que l’indice de Maslov µ et l’auto-enlacement tb avec la direction de la projection
J1(R,R)→ T ∗M sont contraints par l’ine´galite´
tb+ |µ| < 2g3,
ou` g3 est un invariant topologique du nœud conside´re´, le minimum des genres des
surfaces lisses orientables plonge´es dans R3 dont le bord est le nœud.
Par exemple, pour un nœud trivial (g3 = 0), tb vaut au plus −1. Cette ine´galite´
est utilise´e par Bennequin pour mettre en e´vidence une structure de contact exotique
sur R3. En 1985, peu apre`s la de´couverte des invariants polynoˆmiaux des nœuds
(le polynoˆme de Jones, et ses cousins le polynoˆme HOMFLY et le polynoˆme de
Kauffman), Morton [Mo] et Franks-Williams [FW] montrent une ine´galite´ du meˆme
type :
tb+ |µ| ≤ eP ,
ou` ep est un invariant topologique du nœud, le degre´ minimal d’une certaine variable
dans le polynoˆme HOMFLY. Le genre g3 est un invariant tre`s simple a` de´finir, mais
difficile a` calculer. Pour eP , c’est le contraire : la de´finition est assez obscure, mais
il se calcule facilement par des proce´de´s combinatoires (topologie diagrammatique
en dimension 2).
Une autre ine´galite´,
tb ≤ eY ,
ou` eY est le degre´ minimal d’une des deux variables du polynoˆme de Kauffman a e´te´
de´couverte sous des formes plus ou moins diverses par Rudolph, Fuchs-Tabachnikov,
Chmutov-Goryunov-Murakami [Ru2],[FT],[Ta1],[CGM],[Tan]. Voir [6] pour un
historique plus pre´cis.
Enfin, suite a` [KM1], Rudolph a` montre´ [Ru6] l’ine´galite´ de Bennequin forte
tb+ |µ| < 2g4,
ou` g4 (le genre ”slice”) est le minimum des genres des surfaces lisses plonge´es dans
J1(R,R)× [0,+∞[, et dont le bord est le nœud conside´re´ dans J1(R,R)×{0}. Cette
dernie`re ine´galite´, conjecture´e par Bennequin, implique la conjecture de Milnor sur
le genre g4 des nœuds toriques.
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4.5.2. Re´sultats de [6]. Dans la liste des ine´galite´s ci-dessus, celle qui fait
intervenir le polynoˆme de Kauffman est singulie`re. Toutes les autres partagent
avec l’ine´galite´ originelle de Bennequin une interpre´tation en termes de tresses,
et posse`dent une version pour les nœuds transverses a` la structure de contact.
L’ine´galite´ tb ≤ eY est, elle, spe´cifique aux nœuds legendriens. L’absence du fac-
teur |µ| dans le terme de gauche empeˆche d’en de´duire une conse´quence pour les
nœuds transverses ou pour les tresses, selon le chemin bien balise´ de [Be].
Dans [6], je montre comment l’ine´galite´ tb ≤ eY de´coule de l’ine´galite´ (mieux com-
prise) tb+ |µ| ≤ eP , applique´e non pas au nœud lui-meˆme, mais a` toute une famille
de nœuds obtenus en de´coupant certains croisements de son front dans J0(R,R). Le
point clef est une formule due a` Franc¸ois Jaeger [Kau] qui exprime le polynoˆme de
Kauffman d’un nœud comme une ”somme d’e´tats” portant sur des nœuds obtenus
en de´coupant un certain diagramme du nœud conside´re´.
Le front dans J0(R,R) d’un nœud legendrien ge´ne´rique dans J1(R,R) de´termine
comple`tement le nœud en question, et peut s’interpre´ter comme une sorte de dia-
gramme de nœud. On obtient d’ailleurs un diagramme au sens traditionnel du terme
en faisant subir a` ce front une petite perturbation, appele´e morsification dans [6].
Graˆce a` cette gymnastique, on peut exprimer les quantite´s qui apparaissent dans
la somme de Jaeger uniquement en fonction des invariants HOMFLY, tb et µ de
nœuds dont les fronts sont obtenus en de´coupant celui du nœud initial en certains
croisements. Un petit miracle calculatoire se produit alors, et l’ine´galite´ cherche´e
apparaˆıt tout naturellement.
4.5.3. Mathe´matiques expe´rimentales. L’autre re´sultat de [6] est de nature
expe´rimentale. Il est naturel de vouloir comparer les 3 ine´galite´s tb + |µ| < 2g4,
tb+ |µ| ≤ eP et tb ≤ eY , la premie`re e´tant un re´sultat difficile, alors que la seconde
et la troisie`me sont au contraire e´le´mentaires. La conclusion a` tirer de ces exemples
est qu’aucune d’entre elle n’est optimale (voir [6] pour un historique des autres
re´sultats de non-optimalite´ [Ep], [Ru3], [Kan] [EH], [Ng2]).
Il se trouve que, lorsqu’on conside`re les tables pre´sentant les invariants des nœuds
les plus simples, on observe que le seconde est toujours plus forte que la premie`re (i.e ,
eP < 2g4). En cherchant mieux, on trouve un contre-exemple, mais parmi les nœuds
ne se laissant pas repre´senter par un diagramme ayant moins de 10 croisements. On
peut en fait construire des exemples de nœuds tels que la diffe´rence eP − 2g4 soit
arbitrairement ne´gative ou positive. En ce sens, les deux premie`res ine´galite´s sont
inde´pendantes.
Il est clair que g3 ≥ g4. On pourrait donc imaginer que eP < 2g3. Morton avait
pose´ la question de la validite´ de cette ine´galite´ de`s 1986 [Mo]. A. Stoimenow l’a
ve´rifie´e pour tous les nœuds posse´dant un diagramme ayant moins de 17 croise-
ments, et a trouve´ un contre-exemple posse´dant un diagramme avec 21 croisements
[St1][St2].
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Pour ce qui est d’estimer tb et non pas tb + |µ|, la troisie`me ine´galite´ semble
expe´rimentalement plus forte. Un exploitation informatique des tables les plus four-
nies [HT] montre que parmi les nœuds posse´dant un diagramme ayant moins de
16 croisements (il y en plus de 60000), il existe tout de meˆme 22 contre-exemples a`
l’ine´galite´ eY ≤ eP . Aucun de ces contre-exemples ne posse`de de diagramme alterne´,
j’ai donc pose´ la question : est-il vrai que eY ≤ eP pour tous les nœuds alterne´s ?
11.
Cette question est reste´e ouverte jusqu’en novembre 2005, date a` laquelle Dan
Rutherford [Rut] en a donne´ une preuve, corollaire de re´sultats portant sur les
de´compositions des fronts d’ondes, notion introduite par Pushkar et Chekanov [ChP],
inspire´e par la the´orie des familles ge´ne´ratrices. La preuve de Rutherford s’appuie
en outre sur une construction non triviale e´tablie par Lenny Ng [Ng4] entre les
nœuds alterne´s et les de´compositions des fronts d’onde. Ce de´tour par la topolo-
gie de contact pour prouver un re´sultat relevant de la the´orie des nœuds la plus
traditionnelle est tout a` fait remarquable.
4.5.4. Poste´rite´ de l’ine´galite´ de Bennequin, suite. Au de´but de ce travail,
les tables m’ont laisse´ un temps le fol espoir que eP < 2g4 . Une telle ine´galite´ aurait
eu pour conse´quence une preuve de l’ine´galite´ de Bennequin forte et des re´sultats
de [KM1], j’ai donc vite re´alise´ sa faussete´. Je pensais a` l’e´poque qu’une preuve
combinatoire, diagrammatique et bidimensionnelle de tb+ |µ| < 2g4 e´tait illusoire.
Une telle preuve existe pourtant aujourd’hui. Khovanov [Kh1] associe des groupes
d’homologie (gradue´s) aux diagrammes des nœuds (voir aussi [Vir2]). Les dimen-
sions de ces groupes sont des invariants du nœud, la caracte´ristique d’Euler (gradue´e)
de cette homologie est le polynoˆme de Jones. Le polynoˆme HOMFLY vient de rece-
voir le meˆme traitement [KR]. Rasmussen [Ra] montre comment extraire de l’homo-
logie de Khovanov un invariant s, qui est un morphisme du groupe de concordance
a` valeurs dans Z ve´rifiant
tb+ |µ| < s ≤ 2g4.
L. Ng [Ng4], H. Wu [Wu], A. Shumakovitch [Sh1] et O. Plamenevskaya [Pl1],
viennent de proposer plusieurs estimations de tb et de tb + |µ| qui sont autant de
variations sur ce the`me. Toute cette activite´ autour de l’homologie de Khovanov se
double de re´sultats analogues obtenus via l’homologie de Oszvath-Szabo (voir, par
exemple, [Pl2]).
11Ni eP , ni eY ne sont formellement de´finis dans ce texte. Leur de´finition pre´cise de´pend de
choix de normalisation qui varient selon les auteurs classiques, et de choix d’orientation (voir [6]).
Ce sont ne´anmoins des quantite´s facile a` extraire des polynoˆmes HOMFLY et de Kauffman.
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Fig. 4.8. Le proce´de´ de lissage.
4.6. Configurations de courbes planes, et cobordisme de fronts d’onde
L’article [9] est une remarque suscite´e par l’article [Vir1] de Oleg Viro. L’article
[1] concerne une proble´matique similaire.
4.6.1. La proble´matique est la suivante : La the´orie des invariants de type fini
s’est popularise´e essentiellement en the´orie des nœuds, mais le point de vue origi-
nal de Vassiliev [Va2] s’applique a` bien d’autres contextes. On peut, par dualite´
d’Alexander, obtenir des informations sur les e´le´ments ge´ne´riques d’un espace fonc-
tionnel (par exemple les nœuds dans l’espace des immersions de S1 dans R3) en
e´tudiant la topologie de l’espace fonctionnel ambiant et celle du discriminant, l’en-
semble des objets non-ge´ne´riques dans cet espace.
En suivant Arnold [Ar3], on peut conside´rer le cas de l’espace F des immersions
de S1 dans le plan R2 (le cas des applications S1 → R e´tant lui aussi inte´ressant).
Une immersion est ge´ne´riquement de´nue´e de points triples et d’auto-tangences,
phe´nome`ne que l’on observe en codimension 1. Si l’on prend en compte l’orientation
du cercle, on peut distinguer deux types d’auto-tangences selon que les vecteurs
vitesse en ce point pointent dans la meˆme direction (auto-tangence positive) ou non
(auto-tangence ne´gative). Soit ∆+ (resp. ∆−) la cloˆture de l’ensemble des immersions
oriente´es ayant une auto-tangence positive (resp. ne´gative). Soit ∆st la cloˆture de
l’ensemble des immersions ayant un point triple. Ces trois hypersurfaces singulie`res
posse`dent des coorientations naturelles. Une traverse´e de la strate ge´ne´rique de ∆+
ou de ∆− sera dite positive si le nombre de points doubles de l’immersion augmente
apre`s l’auto-tangence (la coorientation de ∆st est plus subtile). Aux hypersurfaces
singulie`res cooriente´es ∆+,∆−,∆st , Arnold associe par dualite´ des 1-cobords, qui
s’ave`rent eˆtre exacts. On obtient ainsi trois invariants de degre´ 1, i.e, trois fonctions
J+ , J− et St localement constantes, respectivement, sur F \∆+ , F \∆− , F \∆st.
Les composantes connexes de F sont classifie´es par l’indice de Whitney [Wh]
(note´ i dans la suite). Une courbe oriente´e immerge´e dans le plan oriente´ he´rite
d’une coorientation naturelle. Le type d’isotopie legendrienne du releve´ legendrien12
correspondant dans ST ∗R2 ne change que si l’immersion traverse ∆+ . La classi-
fication des composantes connexes de F \ ∆+ he´rite donc directement de tous les
12La courbe e´tant ici cooriente´e, ce releve´ est connexe, d’apre`s la convention de 2.2.4.
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Fig. 4.9. La chirurgie triangulaire.
invariants des nœuds legendriens dans ST ∗R2 , et J+ s’identifie a` une version de l’in-
variant de Bennequin (voir, par exemple, [Po]). La classification des composantes
connexes de F \∆st est un sujet a` part que je ne conside`re pas ici (Cette question
gagne pourtant a` eˆtre connue, voir par exemple [Ta2], [Kaz], [Kh0]).
La classification des composantes connexes de F\∆− est quant-a` elle relie´e a` celle
des entrelacs legendriens dans ST ∗R2 par l’observation suivante. Un chemin parmi
les immersions traverse ∆− si et seulement si les deux composantes connexes des
releve´s legendriens dans ST ∗R2 s’intersectent13. Il s’ave`re que l’invariant d’Arnold
J− s’interpre`te comme une sorte d’enlacement14 entre ces deux composantes.
Dans [Vir1], Viro donne une formule permettant de calculer la valeur de J−
sur un immersion ge´ne´rique en fonction de la configuration de courbes de Jordan
emboˆıte´es (terminologie abre´ge´e en ”configuration” dans la suite) naturellement as-
socie´e a` l’immersion par le proce´de´ de lissage (voir fig. 4.8).
On constate que lorsqu’une immersion traverse ∆+ , la configuration ne change
pas, a` isotopie du plan pre`s. Lorsqu’on traverse ∆st , la configuration peut ou non
se modifier, suivant les orientations respectives des trois branches du point triple.
Si c’est le cas, alors la modification prend la forme de la chirurgie triangulaire de la
figure 4.9. Une traverse´e positive du discriminant ”interdit” ∆− implique quant a`
elle une chirurgie de la configuration associe´e de´crite sur la figure 4.10.
4.6.2. Classification des configurations. Ainsi, a` chaque composante connexe
de F \∆− , on peut associer une classe d’e´quivalence de configurations modulo iso-
topie du plan et chirurgie triangulaire. Dans [9] je pose le proble`me de cette clas-
sification, j’observe que les invariants i et J− descendent en des invariants de ces
classes d’e´quivalence de configurations. Je montre que i et J− engendrent tous les
invariants additifs pour la somme disjointe des configurations (i.e. la juxtaposition
de deux configurations dans deux demi-plans comple´mentaires). Je montre en fait
13Au moment de l’auto-tangence, les deux composantes connexes n’en forment plus qu’une.
14Qui doit eˆtre pre´cise´ment de´fini dans la varie´te´ non simplement connexe ST ∗R.
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Fig. 4.10. La chirurgie interdite.
Fig. 4.11. Ces deux configurations sont-elles e´quivalentes ?
que i et J− classifient les configurations a` stabilisation pre`s. L’ope´ration de stabi-
lisation consiste ici a` faire la somme disjointe avec une paire de courbes de Jordan
d’orientations oppose´es, non imbrique´es.
Cette classification stable est donc remarquablement simple. La classification
comple`te semble elle plutoˆt complique´e (voir par exemple la figure 4.11, pour une
question a` laquelle je ne sais pas re´pondre). Il existe une notion naturelle d’invariant
de type fini dans ce contexte combinatoire, inspire´e du fait que la chirurgie interdite
de la figure 4.10 est une ope´ration de de´nouage : i est l’unique invariant des confi-
gurations modulo chirurgie interdite. Je montre que la situation est alors analogue a`
celle des nœuds legendriens de´crite dans [FT] : les invariants de type fini ne peuvent
distinguer des configurations stablement e´quivalentes.
Il existe d’autres situations ou` les invariants de type fini ne classifient pas. Mais la
classification des configurations donne un exemple simple, une sorte de ”toy model”,
ou` l’on peut observer ce phe´nome`ne. Savoir si les invariants de type fini classifient ou
non les nœuds dans R3 est un proble`me ouvert. L’hypothe`se de Poincare´ est vraie si
les invariants de type fini classifient les nœuds dans toutes les sphe`res d’homotopie
[Ei].
4.6.3. Cobordismes de fronts d’onde. Il est naturel de citer ici [1], article
qui fait apparaˆıtre une combinatoire proche de celle introduite ci-dessus et dans
lequel je reprends une ide´e d’Arnold [Ar3] sur la classification des courbes planes
ge´ne´riques, adapte´e aux courbes singulie`res que sont les fronts d’onde de nœuds
legendriens dans ST ∗R2 .
L’ide´e est la suivante : affaiblir la relation d’e´quivalence ”eˆtre dans la meˆme
composante connexe du comple´mentaire du discriminant”, dans l’espoir d’aboutir a`
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Fig. 4.12. Cobordisme e´le´mentaire de front d’onde.
une classification ”calculable”, mais ne´anmoins non-triviale. Arnold classifie donc les
immersions du cercle dans le plan modulo des ”cobordismes restreints” : en plus des
chemins dans le comple´mentaire du discriminant, on s’autorise a` modifier la courbe
par des chirurgies de Morse. Suivant le discriminant conside´re´ (∆+,∆−,∆St,∆− ∪
∆St ,...) on obtient des groupes ou des semi-groupes plus ou moins complique´s (la
loi d’addition e´tant la somme disjointe), et, parfois, des invariants inte´ressants.
Dans [1], je conside`re le proble`me analogue ou` les courbes sont remplace´es par
des fronts d’onde oriente´s et cooriente´s dans le plan, et la chirurgie de Morse par le
mode`le local (voir Fig. 4.12) induit par le cobordisme de nœuds legendriens [Va1].
J’ai conside´re´ deux cas pour le discriminant que les fronts doivent e´viter. Le plus
important est celui des auto-tangences ou` les coorientations des deux branches en
contact co¨ıncident. Ceci correspond a` une auto-intersection du nœud legendrien sous-
jacent. Un cobordisme legendrien avec cette restriction induit donc un cobordisme
de nœuds topologiques.
Le re´sultat est plutoˆt ne´gatif : on peut contourner cette restriction. Dans le lan-
gage des nœuds legendriens, le re´sultat, valable pour les nœuds dans une varie´te´ de
contact de dimension 3 quelconque, peut se formuler ainsi :
Deux nœuds legendriens sont legendre-cobordants avec cette restriction (pas d’auto-
intersection) si et seulement si ils sont legendre-cobordants (au sens traditionnel). De
plus, tout cobordisme topologique entre deux nœuds legendriens legendre-cobordants
peut eˆtre induit par un cobordisme legendrien restreint.
Le second discriminant que j’ai conside´re´ est celui des auto-tangences ”inverses”,
ou` les coorientations des deux branches en contact diffe`rent. Il n’y a plus alors de
bonne interpre´tation ”tridimensionnelle” en terme de nœuds legendriens. Le re´sultat
de la classification fait apparaˆıtre un invariant des fronts d’onde sans auto-tangence
”inverses”, qui e´tend aux fronts l’invariant J− d’Arnold des courbes planes discute´
plus haut.
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4.7. Triangologie
Je regroupe dans cette section quelques commentaires sur les notes [11] et [12],
qui sont suffisamment courtes et e´le´mentaires pour qu’il soit inutile de les re´sumer.
4.7.1. Coefficients du binoˆme ge´ne´ralise´s. Mon inte´reˆt pour les astuces a`
base d’entiers quantiques en the´orie combinatoire de nœuds (voir, par exemple, [Po])
m’a conduit a` faire les observations suivantes.
Tout d’abord, il n’est pas anodin que, e´tant donne´ deux nombres entiers n et m,
la fraction
(
n
m
)
=
∏m
l=1
n−l+1
l
soit un nombre entier. C’est un the´ore`me (profond)
que l’on apprend au lyce´e, et que l’on peut montrer par re´currence, d’apre`s Pascal,
ou bien en donnant une interpre´tation combinatoire a` cette quantite´, ou encore en
examinant la de´composition en facteurs premiers du nume´rateur et du de´nominateur.
On peut, en suivant Knuth et Wilf [KW], se demander quelles suites d’entiers
(ou de polynoˆmes a` coefficients entiers) {xn, n ∈ N} sont telles que si l’on remplace
les entiers par les xn , la fraction correspondante(
n
m
)
x
=
m∏
l=1
xn−l+1
xl
reste un entier. De telles suites sont conside´re´es au moins depuis Carmichael [Car],
qui a observe´ qu’une version a` deux variables de la suite des entiers quantiques
(xn =
an−bn
a−b
) est un exemple d’une suite ayant cette proprie´te´. Les entiers quantiques
”classiques” correspondant au cas particulier a = 1, b = q (voir [CK] pour une
introduction au quantum calculus).
Dans [11], je conside`re la suite {xn, n ∈ N} de´finie en ite´rant un polynoˆme
ge´ne´rique P a` partir de la valeur 0 : x0 = 0, xn+1 = P (xn). Je montre qu’elle posse`de
la proprie´te´ de Knuth et Wilf. Cette construction contient les entiers quantiques
comme cas particulier (prendre P (X) = 1 + qX ).
Je montre par ailleurs que la suite {xn, n ∈ N} de polynoˆmes de la variable
X a` coefficients dans {0, 1} et e´gaux a` (1 + X)n modulo 2 est aussi de ce type.
Contrairement aux exemples discute´s pre´ce´demment, cette dernie`re suite n’est pas
un morphisme pour le pgcd.
4.7.2. Suite de Thue-Morse-Fibonacci. La suite de Thue-Morse est un ob-
jet re´current dans de nombreux domaines des mathe´matiques (voir, par exemple,
[Ma] [AS]). Son nom fait re´fe´rence a` Marston Morse [Mor], de´ja` a` l’honneur dans
les parties pre´ce´dentes, qui l’a rede´couverte pour construire un exemple en ge´ome´trie
hyperbolique.
L’une des multiples de´finitions e´quivalentes de la suite de Thue-Morse est la
suivante : c’est la suite {tn, n ∈ N} a` coefficients dans {0, 1} ve´rifiant
t0 = 0, t2n = tn et t2n+1 = 1− tn.
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Ainsi t0 = 0, t1 = 1, t2 = 1, t3 = 0. Le mot
0110100110010110 . . . ,
e´crit dans l’alphabet a` deux caracte`res{0, 1} et compose´ de tous les termes de cette
suite, jouit de nombreuses proprie´te´s dynamiques, combinatoires et statistiques. Un
autre mot e´crit dans le meˆme alphabet et souvent conside´re´ en combinatoire des
mots, est le mot de Fibonacci
101101011011010110101 . . . ,
qui est la limite de la suite de mots finis Fn, n ∈ N de´finie par la re´currence F0 = 0,
F1 = 1, Fn+1 = Fn=//Fn−1, ou` =// de´signe la concate´nation des mots. Il se trouve
que le mot de Thue-Morse posse`de une de´finition du meˆme type : C’est la limite
de la suite de mots finis Tn, n ∈ N de´finis par la re´currence suivante : T1 = 0,
Tn+1 = Tn=//Tn , ou` w de´signe le mot obtenu en e´changeant les 1 et les 0 dans w.
Dans [12], je me´lange ces deux re´currences : j’introduis la suite de mots Zn, n ∈
N, de´finie par la re´currence Z0 = 0, Z1 = 01, Zn+1 = Zn=//Zn−1. Le mot limite est
donc
011101001000110001011 . . . ,
qui semble eˆtre inconnu de [OEIS].
Le the´ore`me principal de [12] montre qu’une certaine proprie´te´ de la suite de
Thue-Morse, de´couverte par Bacher et Chapman dans [BC], se ge´ne´ralise joliement
a` la suite Z de´finie ci-dessus. Le premier inte´reˆt de [12] est de montrer que tout se
passe harmonieusement et donc que les objets introduits (la suite Z , et deux familles
de matrices ”auto-similaires”) sont ”bons”.
Une observation simple tire´e de [12], mais qui me´rite d’eˆtre signale´e est que la
matrice ”de Sierpinski”15 (dont le coefficient Li,j ∈ {0, 1} est e´gal a`
(
i
j
)
mod 2)
posse`de un logarithme (resp. un inverse) dans les matrices a` coefficients dans {0, 1}
(resp. {−1, 0, 1} ). Ce n’est pas une co¨ıncidence : le logarithme et l’inverse de L
posse`dent une interpre´tation combinatoire naturelle en termes d’ensembles partiel-
lement ordonne´s.
Pour conclure cette partie, je veux mentionner le fait que les rares matrices a`
coefficients entiers ayant un logarithme a` coefficients entiers (dont fait donc partie
la matrice de Sierpinski) jouissent de proprie´te´s remarquables. Citons par exemple
le fait (laisse´ en exercice) que si deux matrices a et A dans Mn(Z) sont telles que
Id + A = ea , alors elles sont toutes deux nilpotentes, et, pour tout k ∈ N, on a
1
k?
Ak ∈ Mn(Z), ou` k? =
∏k
l=1 r(l), avec r(l) e´gal au produit des facteurs premiers
distincts de l (ainsi 1? = 1, 2? = 2, 3? = 6, 4? = 12, 5? = 60, . . . ). On ve´rifie que
15Ainsi nomme´e a` cause de ses proprie´te´s auto-similaires, qui en font une version matricielle
du naperon de Sierpinski.
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k divise k ?, et donc, dans la se´rie
a = ln(Id+ A) =
∑
k>0
(−1)k+1
k
Ak,
dont la somme est par hypothe`se a` coefficients entiers, chacun des termes est de´ja`
a` coefficients entiers. Lorsque A+ Id est la matrice de Sierpinski, on peut montrer
que, en fait, 1
k !
Ak est a` coefficients entiers pour tout k.
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CHAPITRE 5
Conclusion en forme de programme de recherches
La topologie symplectique est reste´e longtemps un domaine distinct, certes pas-
sionnant, mais avec sa proble´matique propre et sans grandes retombe´es sur les ques-
tions classiques de topologie. Mais depuis quelques anne´es, des connections intimes
apparaissent entre la topologie en petite dimension et des phe´nome`nes symplec-
tiques. On a vu que l’ine´galite´ de Bennequin forte [KM1] [Ru6], qui implique la
conjecture de Milnor sur les nœuds toriques, de´coule maintenant de constructions
de topologie diagrammatique de dimension 2 [Ra] [Pl1] [Ng4], constructions qui
elles-meˆmes rec¸oivent une interpre´tation symplectique (encore conjecturale) [SeSm],
[Man]. Les invariants polynomiaux des nœuds (Jones, Homfly, Kauffman) , long-
temps conside´re´s comme des constructions combinatoires ou alge´briques, trouvent en
ce moment a` la fois leur ge´ne´ralisation (cate´gorification [Kh1]) et leur interpre´tation
topologique (symplectique). Citons aussi les invariants de Ng [Ng3] (invariants to-
pologiques des nœuds tire´s de l’homologie de contact relative).
La preuve donne´e par Rutherford [Rut] de l’ine´galite´ concernant les nœuds al-
terne´s conjecture´e dans [6] vient s’inscrire dans ce tableau. Elle repose de manie`re
fondamentale sur la notion de ”de´composition des fronts d’onde” [ChP], inspire´e de
la the´orie des familles ge´ne´ratrices. C’est ce jeu entre ce type de techniques ”contact”
et des questions de pure topologie de petite dimension que je souhaite explorer plus
avant.
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